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PRESENTACION

La Sociedad Matem4tica Mexicana organiza la 112 Olimpiada Mexicana de Ma-
temdticas. Los ganadores en ella formarén las selecciones que participarin en la
XXXIX Olimpiada Internacional de Matematicas por celebrarse durante el mes de
julio de 1998 en Taiwan y en la XIII Olimpiada Iberoamericana de Matemdticas en
la Repiiblica Dominicana.

En la 11* Olimpiada Mexicana de Mateméticas pueden participar los jévenes
mexicanos nacidos despues del 1° de agosto de 1978. Los concursantes deberan estar
inscritos en el bachillerato durante el primer semestre de 1998 y, para el 22 de julio
de ese afio, no deberdn estar inscritos en ninguna escuela de nivel universitario.

Los problemas que aparecen en este folleto son problemas que aparecieron en
concursos de las diferentes etapas de las olimpiadas de matematicas. La intencién
del folleto es que sirva como orientacién a los alumnos que desean participar en estas
olimpiadas. Como se puede ver, los problemas que aparecen aqui, no son problemas
rutinarios o problemas en los que se apliquen directamente los conocimientos que
se adquieren en la escuela. Mds bien son problemas que requieren de una buena
dosis de ingenio y de esfuerzo para ser resueltos. Como en todos los aspectos del
aprendizaje de las matematicas, el esfuerzo individual y el enfrentamiento solitario
con los problemas son importantes, pero también es muy importante la discusién
con los compaiieros y los profesores.

Una forma de manifestar creatividad en matem4ticas es resolviendo problemas.
Otra forma, que a veces requiere de mis madurez, es inventando problemas. In-
vitamos a todos los lectores de este folleto: profesores, estudiantes, olimpicos y

exolimpicos a que nos envien problemas con solucién. Estos problemas serdn consi-
derados para su inclusién en exdmenes o en futuros folletos.




ETAPAS DE LA OLIMPIADA

Como ya es tradicién, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas consta de tres
etapas:

1. Exédmenes Estatales. Estos exdmenes servirdn para formar las selecciones
estatales que asistirdn al Concurso Nacional.

9. Concurso Nacional. Este concurso se llevard a cabo en la ciudad de Monterrey,
Nuevo Ledn, del 9 al 15 de noviembre de 1997. De él se elegird a la preseleccion
mexicana.

3. Entrenamientos. A la preseleccién que surja del Concurso Nacional se le
entrenar4 intensivamente durante el primer semestre de 1998; también se le aplicaran
exdmenes para determinar los alumnos que representardn a México en las olimpiadas
internacionales.

La participacién en las tres etapas mencionadas es INDIVIDUAL.

RESUMEN DE RESULTADOS

OLIMPIADAS INTERNACIONALES DE MATEMATICAS

Desde 1987, aiio en que la Sociedad Matematica Mexicana organizé la 1* olim-
piada, los resultados han sido los siguientes:

Afio  Pais sede No. de paises Lugar de México
1988  Australia 49 37
1989  Rep. Fed. De Alemania 50 31
1990 Rep. Popular de China 54 36
1991  Suecia 55 35
1 1992 Rusia 56 49
1993  Turquia 73 63
1994 Hong Kong 69 65
1995 Canada 74 59
1996 India 75 53




OLIMPIADAS IBEROAMERICANAS

Ano
1989
1990
1991
1992
1993
1994
1995
1996

Pais sede No. de paises
Cuba 13
Espana 15
Argentina 16
Venezuela 16
Meéxico 16
Brasil 16
Chile 18
Costa Rica 17

Lugar de México
3

© OO UvWw

2

En total, en las olimpiadas internacionales se han obtenido seis medallas de
bronce y doce menciones honorificas. En las olimpiadas iberoamericanas se han
obtenido dos medallas de oro, doce medallas de plata, trece medallas de bronce y
dos menciones honorificas.

Este folleto incluye problemas de los exdmenes estatales de:

Aguascalientes
Chiapas
Chihuahua
Coahuila
Distrito Federal
Guanajuato

Hidalgo

Jalisco
Michoacan
Puebla
Quintana Roo
Sinaloa
Sonora
Yucatan

COMITE ORGANIZADOR DE LA
OLIMPIADA MEXICANA DE MATEMATICAS

Febrero de 1997



PROBLEMARIO

Presentamos aqui algunos problemas para mostrar el tipo de matematicas que
se manejan en las primeras fases de las Olimpiadas de Matemdticas.
Al final encontrards las soluciones.

Los siguientes 30 problemas constituyeron la Primera Etapa del Concurso del
Distrito Federal de la 10* Olimpiada Mexicana de Matematicas. Los alumnos tuvie-
ron 3:00 horas para resolverlo.

1. Determina el valor del dngulo a.

459
a
ml 30
(a) 45° (b) 75° (c) 90° (d) 105°
2. Una operacién binaria * entre nimeros enteros estd definida por
axb=2a+ 3b.
iCudl es el valor de (((12) %3) *4) %57
(a) 62 (b) 71 (c) 120 (d) 139
3. Una solucién de 3% — 3°~! = 162 es
(a) 3 (b) 4 (c) 5 (d) 6
4. ;Cuéntos 5's se usan al escribir todos los nimeros del 1 al 19967
(a) 600 (b) 500 (c) 400 (d) 300
5. (Cudl de los siguientes nlimeros cuando se escribe en base 2 tiene un ndmero
par de 1's?
(a) 32 ‘ (b) 63 (c) 100 (d) 511

6. El promedio aritmético de dos nimeros a y b es 10; el promedio aritmético de b
y 10 es 5. ;Cudl es el promedio aritmético de a y ¢?
() 15 [B) mae s (c) 10 (d) etpte




A ——————— —_—

7. Lasuperficie de un cubo expresada en centimetros cuadrados es igual al volumen
del cubo expresado en centimetros ciibicos. ;Cudl es la longitud de la arista del

cubo?
(a) 6 (b) 4 (c) 2 (d)1
8. ;Cuéntos nimeros de tres cifras se pueden formar con 0,1,1,2,2,27
(a) 18 (b) 17 (c) 16 (d) 15
9. ;Cual es el 4rea del tridngulo sombreado si los lados de los cuadrados son 3 y 6,
respectivamente?
g 6
(a) 3 (b) 4 (c) 5 (d) 6
10. En la siguiente figura el valor de z es
20
m
o 13
5 13
20
(a) 6 (b) 8 (c) 10 (d) 12

11. Los lados de un tridngulo miden 15, 20 y 25. De los siguientes nimeros, jcual
de ellos no es la longitud de una altura del tridngulo?

(a) 25 (b) 20 (c) 15 (d) 12
12. ;Cuél es el digito de las unidades del nimero 14'* + 1515 4 16167
(a) 4 (b) 5 (c) 6 (d)7




13. Sea AABC un tridngulo inscrito en una circunferencia de centro O. Sean D y
P las intersecciones de las perpendiculares a BC desde O y A, respectivamente,
con la circunferencia. Si ZDC'P = 15°, cudnto vale el 4ngulo /BC A?

(a) 15° (b) 30° (c) 45° (d) 60°
14. Sea AABC un tridngulo isésceles cuyo perimetro es 32 y cuya altura sobre el
lado desigual es 8. ;Cual es el valor del 4rea del tridngulo?
(a) 32 (b) 36 (c) 40 (d) 48
15. Sea AABC un tridngulo isésceles tal que AB = AC;sean R, S y T las inter-

secciones de las alturas desde 4, B y C, respectivamente, con el circuncirculo,
como se indica en la figura. ;Cu3l es el valor del 4ngulo ZRST?

A

B c

(a) £44LB (b) LA (c) LB (d) 2£C
16. Considera la sucesién
1,2,4,5,8,9,13, 14,19, 20,...
que se forma sumando 1 al 1, al nimero obtenido se suma 2, luego al resultado
se suma 1, luego se suma 3, luego 1, luego 4, asi sucesivamente alternando la

suma de 1 y luego la suma de n, luego 1, etc. ;En qué paso de este proceso se
estd mads cerca de 19967

(a) 104 (b) 124 (c) 132 (d) 158




17.

18.

19.

20.

21.

22,

;Cuél es el minimo entero positivo a para el cual la suma
(a+1)%+ (@a+2)?+ -+ (a+ 1996)*
es divisible entre 57
(a) 1 (b) 3 (c) 4 (d) 5

;Cuél es la probabilidad de que al tomar un nimero entre 401 y 700 (inclusive)

el ntimero tenga sus tres cifras diferentes?

(a) 35 (b) 16 (c) 81 (d) &
;En qué base, el nimero 123 esta representado por el simbolo 2347
(a) 3 (b) 5 (c) 7 (d) 11

2
Siz>0y (:c 4 %) =9, entonces el valor de z3 + ;—3 es igual a
(a) 18 (b) 20 (c) 21 (d) 27

;Cuéntos cuadrados se pueden formar con vértices en los puntos de la siguiente
figura?

(a) 20 (b) 30 (c) 40 (d) 50

El area del cuadrado sombreado es una tercera parte del drea del cuadrado
grande. ;Cual es la razén %?

(a) %52 (b) 3 (c) 3 (d) v3-1



23. Un rectdngulo se forma con 252 cuadrados iguales acomodados en 12 filas y 21
columnas. El nimero de cuadrados que intersectan una diagonal del recténgulo
es

(a) 12 (b) 21 (c) 30 (d) 33

24. Las cuerdas AB y CD se cortan en el punto P como se indica en la figura. ;Cuél
es el drea del tridngulo APCB si el drea de APAD es 8 y la razén %{e =27

’ |
: D
B
(a) 25 (b) 35 (c) 50 (d) 80

25. El siguiente juego se efectiia entre dos jugadores: Se colocan 13 fichas sobre la
mesa y los jugadores tiran en forma alternada; cada tirada consiste en tomar 1,
2, 3 0 4 fichas, y gana el que se quede con la iltima ficha. ;Cuéntas fichas debe
tomar el primer jugador en la primera tirada para asegurar su triunfo?

(@) 1 (b) 2 (€3 (@) 4

26. En la figura siguiente, jcudntos caminos hay de A a B sin pasar dos veces por

un mismo punto?
AX ,:: »B

(a) 18 (b) 19 (c) 20 (d) 21
27. Si a y b son las raices de 2% — 45z 4+ 25 = 0, entonces el valor de a? + ab + b2 es
() 2025 (b) 2000 (c) 1996 (d) 1995




28. Dos particulas se mueven alrededor de una circunferencia en sentidos opuestos;
una de ellas tarda 28 segundos en dar una vuelta. Si las particulas salen de
un mismo punto y se encuentran por primera vez a los 12 segundos, jcuantos
segundos tarda en dar un vuelta la otra particula?

(a) 16 (b) 21 (c) 25 (d) 27

29. ;Cual es el niimero de 10 cifras diferentes tal que el nimero formado por sus dos
primeros digitos (de izquierda a derecha) es divisible entre 2, el nimero formado
por sus tres primeros digitos es divisible entre 3, y asi sucesivamente hasta el
niimero formado por sus nueve primeros digitos, que es divisible entre 9,y el
nimero es divisible entre 107

(a) 3816547290 (b) 1836547290 (c) 1234567890 (d) 9276548130

30. En el cubo siguiente

;de cudntas formas se puede ir de A a B sobre las aristas del cubo, sin pasar
dos veces por el mismo vértice, si no se'permite subir?

(a) 10 (b) 11 (c) 12 (d) 13



Los siguientes 10 problemas constituyeron la Etapa Eliminatoria del Concurso

de Michoacdn de la 10* Olimpiada Mexicana de Matemdticas. Los alumnos tuvieron
una hora y 30 minutos para resolverlo.

31.

32.

33.

Lupita estd jugando con cubitos de madera de 1dm de lado. Pegd los cubitos
como en la figura para formar una pirdmide (primero pegé 9 cubitos, luego
encima pegd 4 y hasta arriba 1 mas). Quiere pintar la superficie visible de los
cubos (la parte que da al piso no la va a pintar). ;Cudntos decimetros cuadrados
de superficie pintard?

Qué digito puede sustituirse en lugar de * para que sea cierta la igualdad

*1996 — 4447

Se quiere hacer un adorno cuadrado con mosaicos que miden 1dm de lado cada
uno. En el mosaico central habra una estrella. Después alrededor de éste se irdn
colocando en forma espiral mosaicos con 2,3,4,5,... estrellas, respectivamente,
como se muestra en la figura (cada uno con una estrella mas que el anterior).
(Cuéntos decimetros de lado deberd medir el cuadrado final, por lo menos, para
que un mosaico con 1996 estrellas quede incluido en el adorno?

1

I

I

|
e el e e

*
% 3k
X %
%X X
3k, | KX |k sk
***** **** ** .

10




34. En un cubo, llamemos C a su centro y unamos C con una de las caras del cubo
para formar una piramide. Si el volumen de la pirdmide es de 15 cm?3, jcudntos
centimetros cibicos de volumen tiene el cubo?

35. Mi edad es dos terceras partes de la edad de Juan; si a la edad de Susana le
agrego un 20%, obtengo mi edad. ;Qué porcentaje debo agregarle a la edad de
Susana para que me dé la de Juan?

36. Un cuadrado de lado 27 cm se ha “redondeado” agregandole un marco de 2cm
de lado y poniéndole en las esquinas cuartos de circulo de 2cm de radio. Alre-
dedor del cuadrado redondeado gira una rueda que mide 1cm de radio (la rueda
va siempre tocando el cuadrado redondeado). ;Cudntas vueltas completas da
la rueda sobre si misma al dar una vuelta completa alrededor del cuadrado

redondeado?

37. El promedio de 5 nimeros es 40. Al eliminar dos de ellos el nuevo promedio es
36. ;Cu3l es el promedio de los dos nimeros eliminados?




38. Una mesa tiene un hoyo circular de 12 cm de didmetro. Descansando en el hoyo
se encuentra una esfera de 20 cm de didmetro. Si la mesa tiene 30 cm de altura,
jcuantos centimetros de distancia hay desde el punto més alto de la esfera hasta

el piso?
1
=/

39. ;Cuéntas cifras tiene el niimero 999 999999 9992 — 17

40. El producto de tres enteros positivos es 1500 y su suma es 45. ;Cual es el mayor
de esos tres niimeros?

12




= —«

Los siguientes problemas fueron seleccionados dentro de algunos exdmenes es-
tatales de la 10* Olimpiada Mexicana de Matemadticas.

41. Coloca, sin repetir, siete de los diez digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8y 9 en
lugar de las letras del siguiente cuadro, de manera que los productos de los
nimeros que estén en A, B,C, en B,G,E y en D, E, F, sean iguales, es decir
ABC = BGE = DEF. [Primer Examen de Aguascalientes, 1996.] ‘

42. En la figura, el drea del circulo mayor es 1 m?, el circulo menor es tangente al
otro y a los lados del dngulo inscrito, el cual mide 60°. ;Cuél es el area del
circulo menor? [Primer Examen de Aguascalientes, 1996.]

43. Sean C y D dos circulos que se intersectan en dos puntos distintos P y Q. Una
recta que pasa por P intersecta a C en Ay a D en B (ambos distintos de P).
Sean Y el punto medio de AB, X la interseccién de QY con C y Z la interseccién
de QY con D. Prueba que Y también es el punto medio de XZ. [Problema
propuesto por Chiapas.]
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44.

45.

46.

47.

(i)

El centro de la ciudad Olm tiene forma rectangular y estd cuadriculado por 6
calles con sentido oriente-poniente numeradas del 1 al 7, y 6 calles con sentido
norte-sur cuyos nombres son A, B, ..., F. En cada una de las cuatro esquinas
que forma la calle A con las calles 1, 3, 5 y 7 habfa un policia. Cada uno hizo un
recorrido de vigilaricia hasta llegar a la calle F de tal manera que ninguno de los
policias pasé por un lugar donde otro (incluyendose a si mismo) habia pasado
y ninguno caminé sobre la calle F (sélo llegaron a ella). Demuestra que alguno
de los policias recorri6 8 o menos cuadras. [Examen de Chihuahua, 1996. ]

Encuentra el nimero de dos digitos tal que el triple de la suma de sus digitos
sea igual a dicho nimero. [Examen Estatal de Coahuila, 1996.]

Supén que una persona inventa un rumor, digamos en un primer dia pero no
lo cuenta hasta el tercer dia a una persona més (por ejemplo, si lo inventa un
miércoles, lo transmite por primera vez el viernes). La persona que se entera
del rumor lo transmite también por primera vez al tercer dia de conocerlo;
en general, cada persona que se entera del rumor sigue esta misma regla de
transmitirlo por primera vez al tercer dia de haberlo conocido. Una vez que
una persona ya ha transmitido el rumor por primera vez, lo seguird haciendo
cada dia a una persona més. Suponiendo que el rumor sélo se transmite a
personas que no lo conocian, jcudntas personas conoceran el rumor al vigésimo

dia? [Examen Final de Coahuila, 1996.]

Los niimeros del 1 al 12 se colocan (sin repetir) en los circulos del siguiente
arreglo triangular:

Demuestra que no existe una forma de acomodarlos que cumpla que las sumas
de los niimeros que estin en cada uno de los lados del tridngulo sea 27.
Muestra que si existe un acomodo en que la suma en cada uno de los lados del
tridngulo sea 28.

[Segundo Examen del Distrito Federal, 1996.]
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48.

49.

(ii)

50.

51.

Sobre una circunferencia se tienen dos puntos fijos A y B de manera que AB ng
es un didmetro. Para cada didmetro XY considera el punto C de interseccién
de las rectas AX y BY. ;Qué lugar geométrico describe C' cuando se recorren
todos los didmetros de la circunferencia? [Segundo Examen del Distrito Federal,
1996.]

Sea AABC un tridngulo y sean E y F puntos sobre el tridngulo de manera
que BE y CF sean las bisectrices de los dngulos /B y LC, respectivamente,
Considera también £, NV, L' y N las bisectrices de los d4ngulos ZCBE, LEBA,
LBCF y LFCA, respectivamente. Sean E’ la intersecciéon de L y CF, F' la
interseccién de L' y BE, H de N 'y FF'; J de N' y FFE', I de BE y CF.,
Muestra que H, I y J son colineales. [Segundo Examen del Distrito Federal,
1996.]

Una hormiga camina sobre las aristas de un dodecaedro. |
Muestra que la hormiga puede hacer un recorrido que pase por todos los vértices
una y solo una vez.

Muestra que en un recorrido de la forma anterior, la hormiga debe recorrer en
forma consecutiva cuatro aristas de alguna cara.

[Segundo Examen del Distrito Federal, 1996.]

En la figura, los segmentos AC, CB y AB son didmetros de las semicircunfe-
rencias, la recta por F y F es tangente a las semicircunferencias (con E y F
los puntos de interseccién), D es un punto sobre la circunferencia de tal manera
que DC y AB son perpendiculares. Demuestra que D, E, C'y F estan sobre|
una circunferencia y que ésta tiene area igual a la de la regién delimitada por
las tres circunferencias. [Examen Final del Distrito Federal, 1996.]

D

15



52.

53.

54.

55.

El rey de Ranilandia estd moribundo y quiere repartir su herencia entre sus dos
hijos. La herencia consta de 50 objetos que valen: el primero 1 quack, el segundo
2 quacks, el tercero 3 quacks y asi sucesivamente hasta el objeto 50 que vale 50
quacks.

iSeré posible que los objetos que herede el hijo mayor valgan exactamente el
doble de los que herede el hijo menor? En caso afirmativo, di cémo repartir los
objetos. (No se pueden vender ni partir los objetos).

Supongamos ahora que el rey perdi6 el objeto que vale 50 quacks y que quiere
repartir la herencia segin las mismas reglas que en (i). ;Podréd hacerlo?
[Examen de Guanajuato, 1996.]

Considera el tridngulo rectdngulo AABC con el d4ngulo recto en C'. Se constru-
yen sobre los catetos los cuadrados exteriores ACPQ y BCRS. Las rectas AS
y BQ se cortan en O, las rectas BQ y AC se cortan en T y las rectas AS y BC
se cortan en U. Prueba que las dreas del cuadridtero OTCU y del tridangulo
AOB son iguales. [Examen de Guanajuato, 1996.]

Considera un tridngulo equildtero cuyos lados tienen longitud 1; a partir de él
se divide cada lado en tres partes iguales y sobre el tercio medio se construyen
nuevos tridngulos equildteros como se muestra en la figura. Si el procedimiento
se repite nuevamente sobre cada lado de la estrella resultante dos veces mas,
calcula el perimetro del la figura resultante. [Examen de Hidalgo, 1995.]

Un caminante decidié realizar un experimento: andar durante 1 minuto a una
velocidad de 1 kilémetro por hora, luego otro minuto a 2km/h, otro a 3km/h
y asf sucesivamente. ;Qué velocidad estard desarrollando al llegar a los 1000
metros exactos? [Examen de Hidalgo, 1995.]

16




56.

57.

58.

59.

En un pentdgono convexo arbitrario numera los lados sucesivamente en el sentido
de las manecillas del reloj. Traza el segmento que une los puntos medios de log
lados 1 y 3; luego traza el segmento que une los puntos medios de los lados 2 y
4, y por iltimo traza el segmento que une los puntos medios de esos dos dltimos
segmentos trazados. Si la longitud del lado 5 es k unidades, encuntra la longitud
del iiltimo segmento que trazaste. [Examen Estatal de Jalisco, 1996.]

Sean ABCD y A, B,C, D, dos cuadrados en el plano con el segundo més chico
que el primero, con el mismo centro y con los lados respectivamente paralelos.
Sean P, @, R y S puntos uno en cada lado del cuadrado ABC'D. Prueba que
si A1, B1, C1 y D; pertenecen cada uno a un lado del cuadrilitero PQRS,
entonces PQRS es cuadrado. [Examen Final de Jalisco, 1996.]

Se va a viajar a una isla lejana por avién desde México. Los vuelos de ida y
vuelta tienen la misma duracién. El vuelo sale de México el lunes a las 6:25 de
la mafiana (hora de México) y llega a las 2:10 de la tarde del martes (hora local
de la isla). Después sale de la isla a la 1:35 de la tarde del jueves (hora local de
la isla) y llega el mismo jueves a las 3:20 de la tarde (hora de México). Cuando
en México son las 4 de la tarde del sdbado, ;qué hora es en la isla y de qué dia?
[Examen Semifinal de Michoacan, 1996.]

En la figura, los dos circulos son tangentes entre si, A y B son los centros de los
circulos, y O es un punto sobre la linea por A y B; los puntos P y @ son los
puntos de tangencia en los circulos de la recta que pasa por O. Si el segmento
OP mide 12cm y el segmento AP mide 5cm, jcudntos centimetros mide el
segmento PQ? [Examen Semifinal de Michoacdn, 1996.]

Q
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60.

61.

62.

63.

Observa que los niimeros 1900 y 1996 comparten la siguiente propiedad: cada
uno de ellos es producto de dos niimeros mayores que 1 cuyas cifras son todas
cuadrados perfectos: 1900 = 19 x 100 y 1996 = 4 x 499. Encuentra el préximo
afio que va a tener esa misma propiedad y también encuentra cudl fue el iltimo
afo antes de 1996 que tuvo la propiedad. [Examen Semifinal de Michoacan,
1996.]

Si A es un conjunto de nimeros enteros del 1 al 10, llamemos p4 al producto
de todos los elementos de A, y llamemos ¢4 al producto de todos los enteros del
1 al 10 que no estdn en A. (Por ejemplo, si A consta de los niimeros 2, 5, 6 y
8, entonces pg =2X5Xx6x8=480y ga =1Xx3Xx4Xx7x9x10="7560.)
Encuentra el menor entero que puede obtenerse como resultado de dividir py
entre q4. [Examen Semifinal de Michoacan, 1996.]

Encuentra todos los naturales z para los cuales
2771 . g — 2% = 768.
[Examen Final de Michoacdn, 1996.]

En cada una de las casillas triangulares de un tablero como el de la figura hay
una ficha. En una jugada cada ficha se mueve a un triangulito adyacente o se
queda en su lugar (todas al mismo tiempo). ;Cudntas posibilidades de jugadas
hay de tal manera que en cada casilla queden 0 o 3 fichas exactamente? (Nota:
La jugada consta del movimiento de todas las fichas, no sélo de la posicién final
en que queden). [Examen Final de Michoacén, 1996.]

VAVAVAN
NN
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VAVAY

18




O eee— B |

64. Los circulos de la figura son tangentes en P y las rectas por P cortan a log
circulos en los puntos indicados (A, B,C y D). Prueba que AD y BC son
paralelos. [Examen Final de Michoacdn, 1996.]

D

g,\\

el P

65. ;Cudntas veces habrd que presionar las teclas de una calculadora convencional
(no programable) para efectuar la suma

1'+243+---4+1996?
[Examen Regional de Puebla, 1996.]
66. Demuestra que de todos los hex4gonos ABCDEF que tienen vértices sobre una
circunferencia dada y que cumplen que el d4ngulo en A es recto y BC = EF, uno

que tenga mayor 4rea debe cumplir que AD es didmetro. [Examen Regional de
Puebla, 1996.] '

67. Sin tomar en cuenta los nimeros 11, 12 y 13, encuentra los enteros positivos
consecutivos mds pequefios n, n + 1 y n + 2 que tienen a 11, 12 y 13 como
factores, respectivamente. [Examen Estatal de Puebla, 1996.]

68. (Es posible envolver un cubo de arista 1 con un papel cuadrado cuyo lado tiene
longitud 3? (No se puede cortar el papel; sélo doblar.) [Examen de Quintana
Roo, 1996.]

69. En la base AB de un tridngulo isésceles AABC' (con lados iguales AC y BC)
se escoge un punto E. En cada uno de los tridngulos ACE y ECB se inscriben
circunferencias que tocan al segmento CE en los puntos K y H, respectivamente.
Encuentra la longitud del segmento KH si AE = a y EB = b. [Examen de
Quintana Roo, 1996.]
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70.
71,

F [Exa.men de Sma,loa, 1996.]
T2,

73.

74.

Una persona A pmta una casa en 10 dxas, una persona B pmta esa misma casa
en 12 dfas. ;En cuinto tiempo pintan entre las dos | personas la casaf’ [Examen
de Sinaloa, 1996.]

Demuestra la mgluente identidad:

"",7+4\/'+—\/7_4—\/§ L iy

3 i

Sean C; y C, dos c1rcunferenc1as tangentes y de un mlsmo radlo r Sea. E la. tan-
gente comiin a Cl ¥ C3 que las toca en puntos dxstmtos y sea C3 la c1rcunferenc1a
tangente a la vez a la recta £ y a las c1rcunferenc1as C1 y Cg Encuentra. el radio
de C3. [Examen de Sinaloa, 1996. ] ’

A través de cierto punto tomado dentro del tna.ngulo ABC’ se han trazadc

‘tres rectas paralelas a ca,da uno de s sus la.dos Estas rectas d1v1den al area del

trlangulo en seis pa.rtes tres de las cuales son trlangulos de areas 1, 4 y 9,

vrespectlva,mente Encuentra el & a.rea de AABC [Exameu de Sonora 1996 ]

(i) Demuestra que el producto de tres entems pos:tnvos consecutwos no puede

~ ser un cubo. = .

75.

- (i) Demuest;ra que solo exnste un primo p ta,l que. el numeno 2p + 1 es un cubo
[Examen de Yucatdn, 1996.] ¢ BbsY  mbisizoq smein sl 1equmo

Sea C el circuncirculo de un trlangulo AABC y sea C fa. blsectrlz del angulo

o LBAC. Sean L el punto de mterseccmn de £ con BCyNel punto de inter-

7‘6.

seccién de £ con C. Prueba . que si M es el punto de interseccién de AC con
el circulo que pasa por A, B y L, entonces el 4rea del cuadrilitero ABN M es

igual a la del tridngulo AABC. [Examen de Yucatdn, 1996.]

Sean . a, by ctres enteros posxtlvos tales que a>b > ¢. Prueba que sia +bes
miiltiplo de c,b+ces mliltlplo deaya+ces multlplo de b entbnces el cociente

s esun cuadra,do [Examen de Yucatan 1996] - . R
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Los siguientes 6 problemas constituyeron el Examen Nacional de la 10* Olim.

piada Mexicana de Matemdticas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4:30 h par:
resolverlos.

VA

78.

€9

80.

Sea ABCD un cuadrildtero y sean Py Q los puntos de triseccién de la diago
nal BD (es decir, P y Q son los puntos del segmento BD para los cuales lag
longitudes BP, PQ y QD son todas iguales). Sea F la interseccién de la rects
que pasa por A y P con el segmento BC y sea F la interseccién de la recta que
pasa por Ay @ con el segmento DC. Demuestra lo siguiente:

(i) Si ABCD es paralelogramo, entonces E y F son los respectivos puntos mediog
de los segmentos BC' y CD.

(ii) Si E y F son los puntos medios de BC' y CD, respectivamente, entonces
ABCD es un paralelogramo.

Bordeando una mesa circular hay dibujadas 64 casillas y en cada una hay una
ficha. Las fichas y las casillas estdn numeradas del 1 al 64 en orden sucesivo
(cada ficha estd en la casilla que lleva el mismo nimero). En la parte central
de la mesa hay 1996 focos apagados. Cada minuto todas las fichas se desplazan
simultdneamente, en forma circular (en el el mismo sentido de la numeracion),
como sigue: la ficha #1 se desplaza una casilla, la ficha #2 se desplaza dos
casillas, la ficha #3 se desplaza tres casillas, etcétera, pudiedo varias fichas
ocupar la misma posicién. Cada vez que una ficha comparte el lugar en una
casilla con la ficha #1, se prende uno de los focos (se prenden tantos focos como
fichas estén compartiendo la posicién con la ficha #1 en ese momento). ;En
donde estard la ficha #1 en el primer momento en que ya todos los focos estén
prendidos?

Demuestra que no es posible cubrir una cuadricula de 6cm X 6cm con 18
rectdngulos de 2cm X 1 cm, de tal manera que cada una de las rectas de longitud\
6 cm que forman la cuadricula y que estén en el interior de la misma pase por
el centro de por lo menos uno de los rectangulos. Demuestra también que si es
posible cubrir una cuadricula de 6 cm x 5cm con 15 rectdngulos de 2cm X 1cm,
de tal manera que cada una de las rectas de longitudes 5¢cm o 6 cm que forman
la cuadricula y que estdn en el interior de la misma, pase por el centro de por lo
menos uno de los rectingulos.

iPara qué enteros n > 2 se pueden acomodar los nimeros del 1 al 16 en los
cuadros de una cuadricula de 4 x 4 (un nimero en cada cuadro, sin repetir
nimeros) de tal manera que las 8 sumas de los niimeros que quedan en cada
fila y en cada columna sean miiltiplos de n, y que estos 8 miiltiplos sean todos
distintos entre s{?

21




81.

En una cuadricula de n X n se escriben los nimeros del 1 al n2 en el orden
habitual (de izquierda a derecha y de arriba a abajo, como se ilustra en la figura,
para el caso n = 3).

1{2(3
5|6
71819

Llamamos camino en la cuadricula a una sucesién de pasos de un cuadro a otro,
desde el cuadro que tiene el nimero 1 hasta el que tiene el ntimero n?, de tal
manera que en cada paso el movimiento sea hacia la derecha o hacia abajo. Si
C es un camino, denotamos por L(C) a la suma de los niimeros por los que pasa
el camino C.

Sea M la mayor L(C) que se puede obtener de entre todos los caminos C en una
cuadricula fija de tamafio n X n y sea m la menor L(C) (también de entre todos
los caminos C en una cuadricula fija de tamaiio n x n). Prueba que M — m es
un cubo perfecto.

Prueba que en ninguna cuadricula hay un camino C tal que L(C)= 1996.

. En la figura se muestra un tridngulo acutingulo AABC en el que la longitud

de AB es menor que la de BC y la longitud de BC es menor que la de AC'. Los
puntos A’, B’, y C’ son tales que AA’ es perpendicular a BC y la longitud de
AA' es igual a la de BC; BB’ es perpendicular a AC y la longitud de BB’ es
igual a la de AC’; CC" es perpendicular a AB y la longitud de CC’ es igual a la
de AB. Ademds el dngulo ZAC'B es de 90°. Demuestra que A’, B’ y C' estén
alineados.

A B’
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SOLUCIONES

1. (b). El angulo en P mide 45° por ser alterno interno con el dngulo en }
Entonces a = 45° 4+ 30° = 75° por ser externo al tridangulo AOPC.

A B
45°

u 45° 30

2. (d). Tenemos
1#2=2+6=8,
8.x3=.16 + 9 = 25,
25%4="50+12=62 y
62%5=124+15=139.

3. (¢). Observemos que
31‘ 3 31‘-—1 - 3I—1(3 - 1) i 31‘—1 . 2,

asf que queremos z tal que 81 = 327!, de donde z = 5.

4. (a). Contemos cuantos 5's se usan por grupos de nimeros. Del 1 al 9 se us
un 5 y lo mismo ocurre en cada decena excepto en la de los 50’s en que se usan 1
mas, asi que del 1 al 99 se usan 10 x 1+ 10 = 20. Entonces en cada centena se usa
20 excepto en la de los 500’s en que se usan 100 més, de manera que del 1 al 999 ¢
usan 10 x 20 4+ 100 = 300. También del 1000 al 1999 (o al 1996) se usan 300, asi qt
la respuesta es 600.

5. (b). Observemos que 63 y 511 una potencia de 2 menos 1: 63 = 26 — 1
511 = 2° — 1, asi que 63 consta de seis 1’s en su expansién binaria y 511 de nuev
Adem3s 32 es potencia de 2 (32 = 2°) asi que sélo tiene un 1 en base 2 (seguido ¢
cinco 0's) y 100 = 64 + 32 + 4, asi que 100 tiene tres 1’s (su expansion en base 2 «
1100100).

6. (a). Tenemos que %t = 10 y %1% = £ Queremos determinar 2}< asf q

sumemos 5 a ambos miembros de la segunda ecuacién: “—tsz'—l—o = &y sustituyend
la primera ecuacién, tenemos 10 + % = %, de donde 5‘—;’,3 = 15
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7. (a). Sea z la arista del cubo; entonces 23 = 622, asi que ¢ = 6.

8. (d). Contemos los nimeros segiin los digitos que tienen: Con 0,1,2 hay 4
nimeros; con 0,1,1 hay 2; con 0,2,2 hay 2; con 1,1,2 hay 3; con 1,2,2 hay 3, y con
2,2,2 hay 1. En total son 15.

9. (a). Los tridngulos AABC' y AAPQ son semejantes y la razon de semejanza
o

es ﬁ— % = 3, de aqui que PQ mide g — 2. Entonces es drea de AAPQ es -3%2 =3.
B
P 6
2
A 3 6 &

10. (b). En el APQR tenemos que PQ =35y QR = 13, asi que, por Pitdgoras,
PR=+132-52=12yz=AP=20-12=8.

A 8 P 12 R

9 13

5 13

20

11. (a). Observemos primero que el tridngulo es un tridngulo rectangulo pues
es semejante el tridngulo cuyos lados miden la quinta parte de éstos: 3,4y 5 (y
estos nimeros satisfacen la relacién de Pitigoras: 32 + 42 = 5%). Para simplificar
operaciones trabajemos con el tridngulo de lados 3, 4y 5 (después, para obtener las
alturas del tridngulo grande bastard multiplicar por 5 las alturas de este tridngulo).
El doble del 4rea de este es 3 x 4 = 12; pero el doble del drea del mismo tridngulo
puede calcularse multiplicando cada lado por la altura correspondiente a ese lado,
asf que 5h = 12, donde h es la altura sobre el lado que mide 5 (las otras alturas son
los mismos catetos), de donde h = 152 Entonces en el tridngulo original las alturas
miden 12, 15y 20.
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7. (a). Sea z la arista del cubo; entonces z3 = 622, asi que = = 6.

8. (d). Contemos los niimeros segiin los digitos que tienen: Con 0,1,2 hay 4
nimeros; con 0,1,1 hay 2; con 0,2,2 hay 2; con 1,1,2 hay 3; con 1,2,2 hay 3, y con
2,2,2 hay 1. En total son 15.

9. (a). Los tridngulos AABC'y AAPQ son semejantes y la razén de semejanza
C =

es —% % = 3, de aqui que PQ mide g — 2. Entonces es drea de AAPQ es :—‘%2 = 3
B
B 6
2
A 3 6 C

10. (b). En el APQR tenemos que PQ =5y QR =13, asi que, por Pitdgoras,
PR=+1132-52=12yz=AP=20-12=38.

A 8 P 12 R
0

]
5 . 13

20

11. (a). Observemos primero que el triangulo es un tridngulo rectangulo pues
es semejante el tridngulo cuyos lados miden la quinta parte de éstos: 3, 4y 5 (v
estos nimeros satisfacen la relacién de Pitagoras: 3% + 4% = 5%). Para simplificar
operaciones trabajemos con el triangulo de lados 3, 4 y 5 (después, para obtener las
alturas del tridngulo grande bastard multiplicar por 5 las alturas de este tridngulo).
El doble del 4rea de este es 3 x 4 = 12; pero el doble del area del mismo tridngulo
puede calcularse multiplicando cada lado por la altura correspondiente a ese lado,
asf que 5h = 12, donde h es la altura sobre el lado que mide 5 (las otras alturas son
los mismos catetos), de donde h = 152 Entonces en el tridngulo original las alturas
miden 12, 15 y 20.
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12. (d). Observemos que para encontrar la cifra de las unidades de un nimero
que se obtiene después de hacer sumas y multiplicaciones, basta hacer las operaciones
con las cifras de las unidades de los sumandos y los factores, e incluso, en cada paso
de la operacién, irse quedando sélo con la cifra de las unidades. Hagamos esto y
para simplificar la escritura, escribamos a = b si a y b son dos enteros que tienen la
misma cifra de unidades (por ejemplo 38 = 18 y 20 = 100). Entonces
142=42=6,143=6x4=4,14* =4 x4 =6, etc;
152=5,152=5x5=5,15* =5, etc. y
162=62=6, 163 =6 x 6 = 6, 16* = 6, etc.

Asi 1414 4+ 1554+ 166 =6+54+6=7.

13. (d). Tenemos que ZBC A = LBCP, por simetria. Ademéas LBCD = LBAD
(por abarcar el mismo arco). Entonces ZBCP = LBCD + (DCP = LBAD + 15°.
Pero /BAD es la mitad de su angulo central ZBOD, o sea que LBAD = 45°,
Entonces, combinando, ZBC A = 45° + 15° = 60°.

A
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14. (d). Llamemos a y d a los lados del tridngulo como se indica en la figura.

Tenemos
2d4+a=32 (x)

4 (2) = (o

A
d g \¢
B a C
De (*), d = 3252, sustituyendo en (%),
a?  (32-a)?
64+ — = ——~,
+ 4 4
a?  32? — 64a + a?
644+ — = ———
I 4 2 ;
64 = 32 x 8 — 164,
4=16—-a
a=12,

Entonces el area es 87“ = 48.

15. (b). Observemos que los dngulos /T'SB y LTCB son iguales por abarcar
el mismo arco. También tenemos que /TCB = /BAR pues ambos son complemen-
tarios de ZABC puesto que con él se forman tridngulos recténgulos. Por otro lado,
LBSR = LBAR = 1/BAC, de donde LRST = LA.

A
/Ny
i,
R
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16. (b). Llamemos a, al término de la sucesién que se encuentra en la posicién
n, de manera que a; = 1, az = 2, a3 = 4, a4 = 5, a5 = 8§, etc. Podemos observar que
si n es par, n = 2k, entoncesan—k+(1+2+3+ -+ k) = —}——ﬁb'—ll —M
Y Qi = M + 1. Entonces, queremos que —15*'—31 —(k—+§l + 1 esté lo mas cerca
posible de 1996 lo cual se logra con la primera expresmn pomendo k = 62. Entonces
n = 124.

17. (c). Observemos que para ver si un nimero es divisible entre 5, basta ver
si su residuo al dividirlo entre 5 es 0; ademés las operaciones (sumar y multiplicar)
se pueden realizar con los residuos (es decir, el residuo de una suma de dos nimeros
es igual al residuo de la suma de los residuos de los nimeros y lo mismo ocurre con
el producto). Ahora observemos que 1% + 22 y 3% + 4? son ambos divisibles entre
5 y lo mismo ocurrird con las parejas cuyos residuos respectivos sean 1y 2 (por
ejemplo (6,7), (11,12), etc) y con las parejas cuyos residuos respectivos sean 3 y.
4 (por ejemplo (8,9), (13,14), etc.). Entonces, agrupando segiin se formen estas
parejas, es facil encontrar los residuos de las sumas que queremos considerar:
Paraa=1: 2%+ (324 42) + 52 + (62 4 7%) + - - - + (19962 + 1997?) deja residuo 4;
para a = 2: (32442) 452 4 (624 72) + - - - + (19962 + 1997?) 4 1998 deja residuo 4;
para a = 3 : 42 + 52 4 (62 + 72) + - - - + (19982 + 1999?) deja residuo 1;
para a = 4 : 52 + (62 4 72) 4 - - + (19982 + 19992) + 2000? deja residuo 0.

18. (a). Son 300 ndmeros entre 401 y 700. Veamos de cudntas maneras se
puede construir un niimero en el rango dado con sus cifras distintas: La primera,
cifra tiene tres posibilidades (4, 5 o 6), la segunda tiene 9 (cualquier digito excepto
el que se haya usado en el primer lugar) y la tercera tiene 8 (cualquiera excepto
los dos primeros). Entonces la cantidad de nimeros con las tres cifras distintas es

3
3 x 9 x 8y la probabilidad es 3%3x8 = 18,

19. (c¢). Llamemos b a la base buscada. Entonces 4 + 3b+ 2b% = 123, de dond
b(3+ 2b) = 119 = 7 x 17. Observamos entonces que b = 7 es la solucién de 1
ecuacion.
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20. (a). Tenemos que z + 1 = 3, asi que 27 = z-l—%) :x3+3$+%+;—3=
@+ H)+3(z+ 1) = (3 + L) +0. Entonces 23 + L =27 -9 =18.

21. (d). Observemos primero que en un cuadrado de lado @ que tenga sus lados
horizontales y verticales se pueden inscribir a cuadrados, puesto que cada eleccién
de uno de los a vértices indicados en la figura nos da un cuadrado (por ejemplo el
cuadrado dibujado en la figura est4 dado por la eleccién del segundo vértice).

| JALY.

Ahora contemos cuantos cuadrados de cada tamaiio hay con lados horizontales
y verticales.
De tamafio 1 x 1 hay 16,
de tamaiio 2 x 2 hay 9,
de tamafio 3 X 3 hay 4 y
de tamaiio 4 x 4 hay 1.
Entonces el nimero total de cuadrados es 16 +9x2+4x34+1x4=50.

22. (d). Tenemos que 3y? = (z + y)?, de donde %ﬂ = /3, asi que z= V3 =1.
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23. (c). Suponiendo que los cuadrados miden 1, veamos cudl es la distancia q
de la interseccién de la diagonal con el primer cuadrado: %% = ¢, de donde a =

Entonces las distancias en las que la diagonal va intersectando cada vertical son: %
1+ %, 1+ -?-, 24 %, 2+ %, 3+ .§,, 4 y de aqui en adelante la situacion se repetira otr

1

dos veces més en rectangulos de 4 x 7.

it 7 7

En cada uno de los rectdngulos de 4 x 7 contamos 10 cuadrados intersectados

que en total hay 30.

4

e

1

24. (c). Los tridngulos AAPD y ACPB son semejantes por tener sus dngul
iguales (por ejemplo ZDAB = /DCB porque abarcan el mismo arco). Ademds e
esta semejanza AP corresponde a CP, asi que la razén de semejanza es %; entonc

. . 2\2 , # 5)2
la razén entre las areas es (g) , asi que el area de APCB es 8 (5) = 50.

A
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25. (c). Para asegurar el gane deben quedar 5 fichas en el antepeniltimo tiro
(asi, cualquier cantidad que el otro tome en el peniltimo tiro, uno la puede completar
para llevarse todas). De la misma manera, deben dejarse 10 fichas dos tiros antes,
asf que uno deberd tomar 3 fichas al inicio.

26. (d). Consideremos los siguientes casos:

Los caminos que no pasan por el centro son 2.

Los caminos que pasan a la primera por el centro (es decir, que de A se van
directo al centro) son 5 (uno por cada una de las otras lineas que salen del centro).

Los caminos que pasan a la segunda por el centro (o sea, después de recorrer dos
segmentos) son 8 (hay 2 posibilidades para llegar al centro y luego hay 4 posibilidades
para salir de él).

Los caminos que pasan a la tercera por el centro son 6 (hay 2 posibilidades para
llegar al centro y luego hay 3 posibilidades para salir de él).

Entonces en total son 21.

27. (b). Tenemos que z2 — 45z + 25 = (z — a)(z — b), de donde ab = 25
y a + b = 45. Elevando al cuadrado la segunda ecuacién y restindole la primera
obtenemos a2 + ab + b% = 452 — 25 = 25(92 —1).= 25 -80 = 2000.

28. (b). A los 12 segundos, la primera particula habréd recorrido una % — %

parte de la circunferencia, asi que la otra deberd haber recorrido el complemento, es
decir, 47. Entonces la otra particula recorre una séptima parte de la circunferencia
en 3 segundos, asf que le tomaréa 21 segundos recorrerla toda.
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29. (a). Recordemos los criterios de divisién: Un entero a es divisible:

entre 2 si y sélo si a termina en 0, 2, 4, 6 u §;

entre 3 si y sélo si la suma de las cifras de a es divisible por 3;

entre 4 si y sélo si el nimero formado por las dos dltimas cifras de a lo es;

entre 5 si y solo si termina en 0 o 5;

entre 6 si y sélo a es divisible por 2 y por 3;

entre 8 si y sélo si el nimero formado por las dltimas tres cifras de a lo es;

entre 9 si y sélo si la suma de las cifras de a es divisible por 9;

entre 10 si y sélo si a termina en 0.
Podemos observar entonces que el nimero formado por las primeras 8 cifras en e
inciso (d) no es divisible entre 8; en el inciso (c) no se cumple la divisibilidad entre 4§
en el inciso (b) no se cumple la divisibilidad entre 7. Se puede comprobar facilment
que el nimero del inciso (a) cumple todas las condiciones.

30. (c). En cada extremo de las aristas verticales del cubo pongamos el siguients
ndmero: en el extremo superior pongamos el nimero de formas que hay para llegal
de A a él; en el extremo inferior escribamos el nimero de formas que hay par
llegar de él a B. Entonces el nimero de caminos que bajan por una arista vertic
determinada es el producto de los niimeros que se pusieron en sus extremos, asi qug
el nimero total de caminos es 2 x2+2Xx14+2x2+4+1x2=12.

2 2
A :
1 T2
Pl B
L+ 1
2 9

31. 33. En la parte de arriba hay 9 pues los cubitos que quedan encima tap
lo mismo que lo que tienen ellos mismos de superficie arriba. Cada lado tie
342+ 1= 6. Entonces la respuesta es 9 + 4 X 6 = 33.

32. 2. Para ver esto, basta hacer la multiplicacién *x444 x 9.

33. 45. En un cuadrado de lado 1, hay una estrella. En un cuadrado (*
lado 2 hay 22 = 4 mosaicos y por lo tanto, se llega hasta el mosaico que tiene
estrellas; si el lado es 3, se llega hasta el mosaico que tiene 32 = 9 estrellas, y
sucesivamente. Entonces buscamos el menor entero d para el cual d? > 1996. Co
442 = 1936 < 1996 y 452 = 2025 > 1996, la respuesta es 45.
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34. 90. Poniendo una pirdmide como la de la figura en cada cara, completamos
el cubo, asi que el volumen del cubo es 6 veces el de la pirdmide.

35. 80. Llamemos'M a mi edad, J aladeJuany S ala de Susana. Entonces
M = 2J, de donde J = 3M =1.5M (). También 1.2S = M (pues mi edad es 20%
mas que la de Susana). Sustituyendo M en (*) tenemos J = 1.5(1.25) = 1.85.

36. 6. La rueda da tantas vueltas como veces sea mayor el perimetro del
cuadrado redondeado que el de la rueda. El del cuadrado redondeado es 4 X 27 +
4 x % % 21 x 2 = 127 y el de la rueda es 27.

37. 46. Llamemos a, b, ¢, d y € a los cinco nimeros y supongamos que los
némeros que se eliminan son a y b. Tenemos entonces que atbietdte — 40 y que
gi%ﬂ = 36. Entonces

a+b 40x5—(c+d+e) 200-36x3
2 2 - 2 e

38. 48. Tenemos un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es un radio de la
esfera y uno de cuyos catetos es radio del agujero. Entonces el otro cateto de ese
tridngulo mide v/10% — 62 = 8. A este niimero hay que sumarle la altura de la mesa
y otro radio de la esfera para obtener la distancia buscada: 8 + 10+ 30 = 48.

39. 24. Recordemos que para cualquier nimero z se tiene que z? — 1 = (z —
1)(z+1). Entonces 999999 999 99921 = (999 999 999 999—1)(999 999 999999+1) =
(999999 999 998) 10%2,




R —

40. 30. 1500 = 22 x 53 x 3. Tenemos que repartir los tres 5's que aparecen e
la factorizacién de 1500 entre los tres nimeros que buscamos. Es claro que los tr
no pueden quedar en un sélo nimero pues 5° = 125 > 45. Entonces, por lo men
dos de los niimeros son miiltiplos de 5. Pero el tercero es la diferencia de 45, qu
es miltiplo de 5, y la suma de los otros dos nimeros, también miltiplo de 5.
esta manera, también ese nimero debe ser miltiplo de 5. Ahora ya sélo tenem
que repartir los dos 2's y el 3, buscando que la suma nos dé 45. Probando todas |
posibilidades vemos que la {inica es cuando los niimeros son 30, 10 y 5.

41. Observemos que si ponemos alguna letra igual a 7, entonces el 7 apare
en uno o dos productos, asi que no puede aparecer en el tercer producto y, p
ser primo, tampoco puede formarse como producto de otros niimeros; por lo tan
ninguna letra puede sustituirse por 7; de la misma manera no se pueden poner ni
5 ni el 0. Si ponemos A = 9, entonces en el producto ABC aparece por lo men
un 32%; para que en DEF aparezca también, deberemos colocar el 3 y el 6, pe
lo mismo tendremos que hacer con BGE, lo cual es imposible; entonces A # |
Anslogamente no pueden ser 9 las letras C, D, F y G,asique B=9 (0 E=9,q
es la misma situacién). Por lo tanto ya no podemos poner E =3 o E' = 6, porque
lo pusiéramos, entonces el producto BGE tendria mas 3's que los otros product
Por la misma razén no se puede poner 3 ni 6 en ninguna de las posiciones 4, C
G, de modo que tenemos que poner D =3y F = 6 (o viceversa). Con esto ya
ficil poner 1, 8, 2 y 4, como se muestra en la figura.

1 3
9|24
8 6
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42. Llamemos R al radio del circulo mayor y r al del menor y tracemos la
tangente a ambos circulos. Sean A, B y S los puntos indicados en la figura.

A

B

Por simetria, el segmento PS pasa por los centros de ambos circulos y el dngulo
LTPS mide 30°. Adem3s los dngulos en T y en S son rectos, como se indica en
la figura. Sea O el centro del circulo menor. Tenemos que el tridngulo AAPB es
equildtero (por tener todos sus dngulos iguales a 60°), asi que 2AS = AP. Ademas
APTO es semejante a APSA, de donde % = %F. Sustituyendo en esta ecuacién
AP por 2AS, OP por 2R — r y OT por r, tenemos 4z = 2213{", y de aqui que
2r = 2R — r, de donde r = %R. Por otro lado sabemos que 7R? = 1, de donde el

4rea del circulo menor es 7r? = 7&'%% = %.

43. Usaremos el siguiente resultado cuya demostracién es sencilla utilizando
semejanza de tridngulos: Si U es un punto no sobre una circunferenciay H, I y J y
K son puntos sobre la circunferencia de tal manera que las rectas HI y JK pasan
por U, entonces UH -UI = UJ - UK ; a este valor constante se le llama potencia de
U a la circunferencia.

K J
H




La potenciadeY aC nosda YX -YQ =YP-YA, y la potencia deY a D nos da
YZ-YQ =YP-YB. Combinando las dos ecuaciones tenemos YTg_ = %; entonces
AYZB y AY X A son dos tridngulos con un angulo igual y los lados que lo forman,
proporcionales, asi que son semejantes; ademds los tridngulos tienen iguales dos
lados que corresponden a la semejanza (AY = Y B), asi que los dos tridngulos son

iguales y XY =Y Z.
A

44. Suponiendo que todos recorrieron 9 cuadras por lo menos, tenemos que cada
uno pasé por 10 esquinas o més; pero como no caminaron sobre la calle F, entonces
cada uno pasé por 9 esquinas por lo menos hasta la calle E, asi que entre todos
cubrieron la vigilancia de 36 esquinas (al menos). Sin embargo, entre la calle Ay

- la calle E hay sélo 35 esquinas en total, asi que no es posible que todos hubieran
recorrido 9 cuadras por lo menos.
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45. Llamemos a y b a los digitos y N al nlimero, de manera que N =10a+by
N = 3(a +b). Igualando tenemos 10a + b = 3a + 3b, de donde 7a = 2b. Entonces
2b es miltiplo de 7, asf que b mismo debe serlo; pero b es digito, asi que b =Ty
entonces a = 2, de donde N = 27.

46. Sea D,, el nimero de personas que conocen el rumor el dfa n. Como cada dia
se duplica el nimero de personas que conocen el rumor, excepto por las que llevan un
solo dfa de conocerlo, tenemos que D, es la diferencia entre el doble de las personas
que conocfan el rumor el dia anterior (2Dp—-1) y las que se enteraron del rumor el dia
anterior (Dp—1 — Dp—2). Entonces D, = 2Dp_1 — (Dp—y — Dn—3) = Dn—1 + Dn2.
Sabemos que D; = 1y Dy = 1,y los demds Dy, se pueden conocer usando la relacion
que acabamos de obtener, es decir, sumando siempre los dos anteriores. Entonces
los primeros 20 D,, son:

1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987,1597, 2584, 4181, 6765.
Entonces Do = 6765.

47. Observemos que 1 +2 4 ---+12 = 13—’52 — (8

(i) Supongamos que si es posible lograr que las sumas sean 27, y sean a, by
¢ los niimeros que quedan colocados en los vértices del triangulo. Entonces en los
lados del tridngulo sin contar los extremos las sumas son 27—a—-5b,27T—-b—-cy
97 — c—a. Entonces a+b+c+ (27—a—b)+ (27 —b—c)+ (27— c—a) =78, por
tanto 3 X 27 — (a+b+c)="78,dedonde a + b+ c= 3, lo cual es imposible.

(ii) Para ver que si es posible con 28 consideremos la suma como arriba; en este
caso 3 x 28 — (a + b+ c) = 78, por lo que a + b + ¢ = 6. Pongamos a = 1,b=2y
¢ = 3. Entonces las sumas en los lados sin considerar los extremos deben ser 25, 24
y 23. Pongamos 12 en el lado con suma 25, 11 en el que tiene suma 24 y 10 en el
de suma 23; entonces en las casillas que sobran en cada lado la suma debe ser 13, lo
cual se logra como 4+ 9, 5+ 8 y 6 + 7 como se muestra en el esquema.

(1)

(12) ()
OO
(9) i

OaOx02020

36




= | *—-ﬁ

La potenciade Y aCnosdaYX - YQ =YP-YA, y la potencia de Y a D nos da
YZ.-YQ =YP - Y B. Combinando las dos ecuaciones tenemos % = %; entonces
AY ZB y AY X A son dos triangulos con un dngulo igual y los lados que lo forman,
proporcionales, asi que son semejantes; ademds los tridngulos tienen iguales dos
lados que corresponden a la semejanza (AY = Y B), asi que los dos tridngulos son

iguales y XY =Y Z.
A

44. Suponiendo que todos recorrieron 9 cuadras por lo menos, tenemos que cada
uno pasé por 10 esquinas o més; pero como no caminaron sobre la calle F', entonces
cada uno pasé por 9 esquinas por lo menos hasta la calle E, asi que entre todos
cubrieron la vigilancia de 36 esquinas (al menos). Sin embargo, entre la calle A y

- la calle E hay sélo 35 esquinas en total, asi que no es posible que todos hubieran
recorrido 9 cuadras por lo menos.
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45. Llamemos a y b a los digitos y N al nimero, de manera que N = 10a+by
N = 3(a +b). Igualando tenemos 10a + b = 3a + 3b, de donde 7a = 2b. Entonces
2b es miiltiplo de 7, asi que b mismo debe serlo; pero b es digito, asi que b =Ty
entonces a = 2, de donde N = 27.

46. Sea D,, el nimero de personas que conocen el rumor el dia n. Como cada dia
se duplica el nimero de personas que conocen el rumor, excepto por las que llevan un
solo dfa de conocerlo, tenemos que D, es la diferencia entre el doble de las personas
que conocfan el rumor el dia anterior (2Dy-1) y las que se enteraron del rumor el dia
anterior (Dy—1 — Dn—2). Entonces Dy = 2D,_1 — (Dp—1 — Dn—2) = Dn—1 + D,_s.
Sabemos que Dy = 1y Dz = 1,y los demds D, se pueden conocer usando la relacion
que acabamos de obtener, es decir, sumando siempre los dos anteriores. Entonces
los primeros 20 D, son:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233,377,610,987,1597,2584, 4181, 6765.
Entonces Dqg = 6765.

47. Observemos que 1 +2+ -+ 12 = &’252 =.78-

(i) Supongamos que si es posible lograr que las sumas sean 27, y sean a, by
¢ los ntimeros que quedan colocados en los vértices del tridngulo. Entonces en los
lados del tridngulo sin contar los extremos las sumas son 27—a—-b,27T-b—-cy
27— ¢—a. Entonces a+b+c+ (27—a-b)+ (27 —b—c)+ (27— c—a) =78, por
tanto 3 x 27 — (a+b+c) =178, dedonde a+b+c=3, lo cual es imposible.

(ii) Para ver que si es posible con 28 consideremos la suma como arriba; en este
caso 3 x 28 — (a +b+c) = 78, por lo que a+b+c = 6. Pongamos a =1,b=2y
¢ = 3. Entonces las sumas en los lados sin considerar los extremos deben ser 25, 24
y 23. Pongamos 12 en el lado con suma 25, 11 en el que tiene suma 24 y 10 en el

de suma 23; entonces en las casillas que sobran en cada lado la suma debe ser 13, lo
cual se logra como 4+ 9, 5+ 8y 6 + 7 como se muestra en el esquema.




48. Consideremos un punto C construido de esta manera, pero en el interior del
circulo.

Observemos que AABC' es semejante a AY X C por tener dngulos iguales (segin el
teorema de dngulos en circulos). Por tanto % = %. Pero % es constante, asi
que si XY’ es otro didmetro que produce el punto interior al circulo D, tendremos
-{}—g— = VA,%-. Ahora, AACY y AADY’ son tridngulos rectingulos en A (ya que
XY y X'Y’ son didmetros y C pertenece al segmento XY y D pertenece a X'Y"’);
pero estos tridngulos tienen proporcionales un cateto y la hipotenusa, asi que son
semejantes (es inmediato usando Pitdgoras que los otros catetos guardan la misma
proporcién). Pero entonces ZACB = 180° — LACY = 180° — LADY' = LADB, de
donde C' y D estan sobre un mismo arco de circulo que pasa por A y B.

Ahora, dado C interior al circulo obtenido a partir del didmetro XY considere-
mos el punto (exterior al circulo) que se obtiene intercambiando los papeles de X y
Y. Entonces el cuadrilitero ACBC’ es ciclico porque los éngulos en A y en B son

rectos.

X
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Afirmamos entonces que el circulo K que pasa por A, By el punto C obtenido
como la interseccién de AX y BY cuando XY es el didmetro paralelo a AB es el
lugar geométrico buscado. Ya sabemos por lo de arriba que el lugar geométrico estd
contenido en K y nos falta analizar la otra contencién. Sea Cj sobre K y sea X
la interseccién de la recta AC; con la circunferencia original; ahora consideremos el
didmetro X,Y;. Este didmetro determina un punto C/ que estd sobre AX, y, como
vimos arriba, sobre K, pero entonces Cy = C}, de donde C} es un punto en el lugar
geométrico.

49. Notemos que E’ es incentro de AEBC (pues el la interseccién de dos bisec-
trices); entonces E'E’ es bisectriz de LBEC'y J es incentrode AEIC. Anélogamente
H es incentro de AFBI. Pero entonces H1I es bisectriz de ZFIB y también JI lo

es, por tanto H, I y J son colineales.




50. Recordemos que un dodecaedro tiene 12 caras, cada una de las cuales es
un pentdgono; ademds a cada vértice llegan exactamente tres aristas. Entonces
el nimero de vértices es 123—"5 = 20. Un camino que pase por todos los vértices
exactamente una vez debe usar 20 aristas (una por cada vértice). Supongamos que
en cada cara se utilizan a lo mas tres aristas; pero entonces, puesto que son 12 caras
y cada arista pertenece a 2 caras exactamente, el nimero total de aristas usadas
serd a lo mas —1-32"—?3 = 18, lo cual contradice el hecho de que deben usarse 20 aristas;
con esto hemos probado que el camino utiliza por lo menos 4 aristas de alguna cara;
pero entonces es claro que deben ser consecutivas por lo siguiente: Cada vez que
el camino llega a un vértice, debe salir, y como a cada vértice llegan 3 aristas, una
queda sin usar, de manera que si 4 aristas de una cara se usaron, esto debe haber
sido en forma consecutiva (porque una vez que se sale de un vértice ya no se puede
volver a entrar).

Para construir el camino nos podemos apoyar en el resultado recién obtenido.
Indicamos un camino en el esquema en el que se ha aplanado el dodecigono (una

cara es el pentdgono mds grande (quedaria por atras al desaplanarlo).
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'51. Llamemos I a.l punto de mterseccmn de EF con DC’ Como IC e IE
son tangentes, entonces estos segmentos tienen la mlsma. longltud Por la misma
razén, IC = IF Entcmces I es el centro del c1rculo que pasa por E, c y F,
asi que sélo tenemos que probar que DC = EF. Tracemos los radios EP y FQ
ysean a = FP = PC y b= FQ = QC. Como los édngulos en E y en F son
rectos, tenemos que EF? + (a — b)?2 = (a + b)? (para ver esto, basta trazar una
para,lela. a E'F por Q y aplicar Pitagoras al tridngulo formado con P y Q). Entonces

\/217 Por otra parte, como AB esdxa,metro, los triangulos AABD y AADC'y
ADBC son semejantes, de aqui que D’C’ P?v de manera que DC =+ AC - BC =
V/4ab. Comparando con lo que habfamos obtenido tenemos que DC = EF, como
queriamos. i

A P @ CbQ B

Hemos demostrado entonces que C, D, F, y F estan en una circunferencia de
radio v/ab, en consecuencia su area es igual a wab. Por otra parte, el area de la regién
comprendlda entre los c1rculos es la diferencia entre el drea de la semicircunferencia
ma.yor y la suma. de Ias areas de las dos pequeiias, esto es, "(""'b) ("(°°+b )) =-mab.

52. (1) Observemos que 1+ 2 +3+- + 50 = M—’- = 25 x 51. Supongamos
que si es posible repartir la herencia y lla.memos a al valor total que recibiria el
hijo menor. Entonces a + 2a = 25 x 51, de donde a = 425. Queremos ver si es
posible que la suma de ciertos nimeros del 1 al 50 nos dé 425. Observemos que
50449+ ---4+42 =414, asi que es facil lograr 425 usando los objetos que valen de
42 a 50 quacks y el que vale 11.-

(ii) En el caso que se elimine el objeto que vale 50 quacks, el razonamiento de
arriba nos llevarfa a la ecuacién 3¢ = 142+ 3 + -+ - + 49 = 42%50 — 49 x 25; pero
49 X 25 no es muItlplo de 3, asi que no puede ser 1gual a 3a (pues a debe ser entero).
Entonces en este caso no es posible.




53. Observemos que para probar que el rea del cuadrildtero OTCU es igual
a la del tridngulo AOAB, basta probar que son iguales las 4reas de los tridngulos
ATCB y AAUB, (pues a ambas se les suma el drea de AOUB). Calculemos estas
reas: area (TCB) = ——CBz'TC y 4rea (AUB) = UBZ',CA — (BC_Czu)'CA.

Q A

P B

R S
Por otro lado, de la semejanza de AACU con AARS, tenemos que ggf = ﬁ% =
ACICCR = ACIgB» asi que CU = ;’%%%% = fg—_;_%%. Similarmente, de la seme-

janza de ABTC con ABQP, tenemos que TC = A%%%. Sustituyendo estos valo-
CBAC_ y srea (AUB) = ACéCB _ AC*.CB _

res arriba tenemos: area (TCB) = 3 g ool 45768 =
CB2.AC
2‘AC+CB;'

54. Observemos que en cada paso, cada segmento mide una tercera parte del
anterior. Asf en el primer paso los segmentos miden 1, en el segundo miden %, en
el tercero % y en el cuarto 517 Ademis, el nimero de segmentos se multiplica por 4
con respecto al del paso anterior. Entonces, en el segundo paso hay 12 segmentos,

. 192
en el tercero hay 48 y en el cuarto hay 192. Entonces el perimetro es 57.

55. Observemos que en el primer minuto el caminante recorre 61—0 km; el segundo
minuto recorre g% km, etc. Buscamos el minuto n en el que llega al kilémetro exacto,
es decir, n es mdxima tal que

1 2

n
2 E ke 1,
ot te st

Entonces ﬂ%l—l < 60. Como 10 x 11 =110y 11 x 12 =132, la n buscada es 10.
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56. Le ponemos nombres a los puntos como se indica en la figura y sea V el

punto medio de M N.

Como K y N son puntos medios, los tridngulos AABC y ANBK son semejantes
en proporcién 2:1, de donde AC||NK y NK = %AC. Puesto que P y V también
son puntos medios, los tridngulos AKMN y APMV también son semejantes en
proporcién 2:1, de manera que PV || KN y PV = 1KN,y asi PV||CAy PV =
%CA. Similarmente QV || DAy QV = 1DA,; esto implica que los tridngulos ADAC
y AQV P son semejantes en proporcién 4:1; por tanto QP = %DC’ = %.

57. Primero probaremos que AS = PB. Supongamos que esto no ocurre;
por ejemplo, que AS > PB. Dibujemos un punto P’ en AB de tal forma que
AS = P'B. Localicemos un punto Q' sobre BC de tal manera que los tridngulos
AP'BQ' y ASAP sean congruentes.

P P
A, B,
D, Cy

B

R




Por la simetria de los cuadrados, el punto B; estd en el segmento P'Q’. Puesto
que PB < P'B, entonces BQ' < BQ, asi que CQ' > CQ. Por otro lado, la
congruencia de los tridngulos nos dice que AP = BQ' y, como AB = BC, asi
que CQ’' = PB; combinando tenemos que PB > CQ. Por argumentos similares,
QC > DRy DR > AS. Entonces AS > PB > QC > DR > AS, lo cual es un
absurdo que surgi6 de suponer que AS # PB, por tanto AS = PB. Similarmente
PB = QC = DR. De aqui también tenemos que AP = BQ =CR = DS. Entonces
los cuatro tridngulos de las esquinas son rectdngulos y tienen sus respectivos catetos
iguales, por tanto son todos tridngulos congruentes; en particular SP = PQ =
QR = RS. Ademés LAPS + LQPB = 90°, asi que LSPQ = 90°. Analogamente,
LPQR = LQRS = LRSP = 90°. Concluimos entonces que PQRS es un cuadrado.

58. Primero determinemos el tiempo de vuelo. Como lo mismo que se pierde en
un viaje se gana en el otro, el tiempo de vuelo serd el promedio entre las diferencias
que en un principio parece que hay. En el vuelo de ida, de las 6:25 de la mafiana de
un dfa a las 2:10 de la tarde del siguiente hay 31:45 horas. De la 1:35 de la tarde
de un dia a las 3:20 de la tarde del mismo dia hay 1:45 horas. El promedio entre
1:45 y 31:45 es de 16:45, que es el tiempo real de vuelo. Entonces, el vuelo que sale
a las 6:25 de México llega 16:45 horas mis tarde, es decir, a las 11:10 de la noche
del mismo dia (hora de México) que, segiin el enunciado del problema, corresponde
a las 2:10 de la tarde del dia siguiente, lo cual representa un adelanto de 15 horas
del horario de la isla con respecto al de México. Entonces; cuando aqui son las 4 de
la tarde del sibado, en la isla son las 7 de la maiiana del domingo.

59. Usando Pitigoras en AOAP (sabemos que la tangente a un circulo en un
punto es perpendicular al radio en ese punto), tenemos que OA = Vv12% + 5% 13.
Pero los tridngulos OPA y OQB son semejantes, asi que 13454r — 13 donde r es
el radio del circulo mayor. Despejando r de esta ecuacién obtenemos r = ‘fi—s. Otra
vez usemos que los tridngulos son semejantes para obtener l—“.'_gP—Q- = 1—52 Despejando

4

PQ de esta ecuacién obtenemos PQ = 15.
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60. Observemos primero que 44 x 49 = 2156, asf que los niimeros que buscamos
estan entre 1900 y 2156. Hagamos una tabla fijando uno de los niimeros y viendo el
rango que debe tener el otro niimero para que el producto se encuentre entre 1900
y 2156.

primer no. rango segundo no. posibilidades producto

4 475 — 539 - -
9 212 — 239 - -
10 190 — 215 190,191,194,199 1900,1910, 1940, 1990
A partir de aqui podremos continuar la tabla con rango 1990-2156:
primer no. rango segundo no. posibilidades producto
11 181 — 196 190,191,194 2090, — (mayores)
14 143 — 154 144,149 2016, — (mayores)

A partir de aqui continuemos la tabla con rango 1990-2016:

primer no. rango segundo no. posibilidades ' producto
19 105 — 106 - ) B I
40 sup 50 - -
; 41 el poo 49 49 2009
A partir de aqui continuemos la tabla con rango 1990-2009:

primer no. rango segundo no. posibilidades producto
44 - = PRSIV
Los niimeros a partir del 49 ya se habfan considerado pues aparecian como segundos
niimeros, asi que aqui termina nuestra tabla y los nimeros buscados son 1990 y
2009.

61. Escribamos cada nimero del 2 al 10 como producto de nimeros primos: 2,
3,4=2%,5,6=2x3,7,8 — 93,9 = 32,10 = 2 x 5. Entonces el producto de todos
los enteros del 1 al 10 es 28 x 3% x 52 x 7. Los cocientes enteros ;L: son divisores
de este niimero y el menor cociente entero serfa si p4 = 24 x 32 x 5 x 7 =>5040 (y
ga = 2% x 32 x 5); esto si es posible tomando por ejemplo (entre muchos) A como el
conjunto formado por los nimeros 2, 5, 8, 7'y 9. Entonces el cociente es 7.

62. Tenemos que 21 .z — 2% = 2°71 . (z — 2). Considerando las posibles
descomposiciones en dos factores de 768: 768 = 28.3=27-6 =2%.12 = - -+, tenemos
que z —1 < 8. Pero,siz—1=38, entonces t —2=T#3;siz—-1=7, entonces
z —2 = 6 y aqui tenemos una solucién: z = 8. Siz—1< 6, entonces z —2 < 5 que
no puede ser el otro factor de 768. Entonces la dnica solucién es z = 8.
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40 50 LU s e -
41 ivall coo 49 49 v 2009

A pa.rtlr de aqui continuemos la tabla con rango 1990-2009:

‘primer no. rango segundo no. posnblhdades producto
44 - - -

Los niimeros a partir del 49 ya se habian considerado pues aparecian como segundos
nimeros, asi que aqui termina nuestra tabla y los nimeros buscados son 1990 y
2009. : '

61. Escribamos cada nimero del 2 al 10 como producto de nimeros primos: 2,
34=2%56=2%3,7:8 =23,9=232%,10 = 2 x 5. Entonces el producto de todos
los enteros del 1 al 10 es 28 x 3% x 52 x 7. Los cocientes enteros 24 son divisores
de este ntimero y el menor cociente entero serfa si pg = 2% x 3% x 5 x 7 = 5040 (y

4 = 2% x 32 x 5); esto si es posible tomando por ejemplo (entre muchos) A como el
conjunto formado por los nimeros 2, 5, 8, 7y 9. Entonces el cociente es 7.

62. Tenemos que 2%~ “Flg — 2% = 21 (a: — 2). Considerando las posibles
descomposiciones en dos factores de 768: 768 = 28.3 = 27-6 = . 95.12 = - .., tenemos
quez—1<8 Pero,sx:c—l_S entoncesm—2—79é3 s1a:—l.—7 entonces
z —2 =6y aqui tenemos una solucién: z = 8. Siz—-1<6, entonces z — 2 < 5 que
no puede ser el otro factor de 768. Entonces la tnica solucién es z = 8.




63. Contaremos primero cuéles son las posibilidades de distribucién de 0 y
3 fichas en las casillas y, segin el caso, cudntas formas hubo para producir esa
distribucién.

Consideremos las casillas A, B y C que se muestran en la figura y observemos que,
como A sélo tiene adyacentes a B y a C' y las fichas se mueven a casillas adyacentes,
entonces tenemos tres casos:

(i) En la casilla A quedan 3 fichas. La tinica forma que puede quedar esta
distribucién es con los movimientos que se marcan con flechas en la figura, indicando
con e el que la ficha correspondiente no se mueva. (Estos movimientos se deducen
ficilmente determinando en orden segiin, por ejemplo, el sentido de las manecillas
del reloj, el movimiento en cada casilla.)

00
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Entonces en las casillas de la orilla los movimientos quedan determinados y en el
hex4gono central las fichas se mueven sobre el mismo hexdgono. También aqui hay
varios casos, seglin dénde quedan 3 fichas; por ejemplo, si quedan 3 fichas en el
tridngulo superior, los dem3s estdn determinados como se muestra en la figura.
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‘Observamos entonces que las casillas con 3 fichas quedan opuestas, asi que tenemos

3 posibilidades en total en este primer caso.
(ii) En la casilla A quedan 0 fichas y en la B quedan 3. Como en el caso (i), la

distribucién de fichas en la orilla forzosamente queda como se muestra en la figura.

Sin embargo, en cada casilla donde quedaron 3 fichas hay 2 posibilidades: que la
ficha que estaba en esa casilla se haya movido hacia el centro o que no. Como en el
caso (i), en el hexdgono central en algin lugar quedan 3 fichas. Entonces el nimero

total de posibilidades en este caso es 3 X 2 x 2 = 12 (el 3 es por la eleccién de los.

tridngulos centrales donde quedan las 3 fichas y cada uno de los 2's es porque, como
se dijo arriba, las fichas en esa casillas pueden haberse quedado o provenir de la

casilla adyacente de la orilla).
(iii) En las casillas A y B quedan 0 fichas y en la casilla C quedan 3 fichas.

Claramente éste es como (i) asf que el nimero de posibilidades es 3. ‘

El ndmero total de posibilidades es 3 +12+3 = 18.




64. Sean K y L los centros de los circulos. Tenemos que P, K y L son colineales.
Sean PQ y PT didmetros (como se muestra en la figura).

Entonces LQLA =2/QPA=2/TPB = /TK B. Por tanto, LA y K B son paralelos.
Anélogamente, LQLD = LTKC, de donde LD y KC son paralelos. Entonces los
tridngulos isésceles ALD y BKC tienen los lados iguales paralelos, de donde el
tercer lado también lo tienen paralelo, esto es, AD||BC.

65. Habra que presionar 1995 veces el signo +. Ademas, hay 9 nimeros de una
cifra (del 1 al 9), lo cual hace que se presionen 9 teclas, hay 90 niimeros de dos cifras
(del 10 al 99), lo cual hace que se presionen 180 teclas, hay 900 nidmeros de tres
cifras (del 100 al 999), lo cual hace que se presionen 2700 teclas, hay 997 nimeros de
cuatro cifras (del 1000 al 1996), lo cual hace que se presionen 3988 teclas. Entonces
el total de teclas que se deben presionar es 8852. '
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66. Si LA es recto, entonces FB es didmetro y el drea de AFBA es 5%4,
donde h4 es la altura del tridngulo en A; entonces el drea del tridngulo es maxima
cuando el tridngulo es isdsceles, esto es, cuando hy es radio. Como BC = EF,
tenemos que EC|| BF; asi que para que el drea del hexégono sea lo maximo posible,
igual que arriba, ADEC debe ser isésceles. Entonces, por simetria, AD debe ser
didmetro.

67. Sea n un entero tal que n es miltiplo de 11, n+1 es miltiplo de 12y n+2
es miltiplo de 13. Entonces 11 es factor de n — 1, 12 es factor de (n+1) — (11+1)
y 13 es factor de (n +2) — (11 + 2), de donde n — 11 es miltiplo de 11, 12 y 13;
entonces el minimo comin miltiplo de 11, 12 y 13 (que es 11 x 12 X 13) es divisor
de n — 11, lo cual implica que n = 114 11 x 12 x 13t para algun entero t. Como
queremos el menor 7 posible, debemos tomar ¢ = 1. Asi n = 1727.

68. Observemos que, por Pitgoras, la diagonal del papel mide .\/32 +32 =
V18 > 4, de tal manera que si el cubo se coloca diagonalmente en el centro del
papel, si serd posible envolverlo como se indica con el esquema.




69. Sin pérdida de generalidad, b > a. Consideremos la siguiente figura en que
P, Q, Ry S son los puntos de interseccién de las circunferencias con los lados del
tridngulo.

C

A ¢ E  d+¢ B

Recordemos que si desde un punto exterior a una circunferencia se trazan las tangen-
tes a ella, entonces las distancias del punto a los dos puntos de tangencia son iguales.
Aplicaremos este resultado repetidas veces en lo que sigue. Sean ¢ = CH = CS;
d= HK ye= AP = AQ. Entonces PC = CK = c+d. Peroel tridngulo es isosceles,
asi que SB = d + e. Entonces RB = SB = d + e. Por otro lado, KE=EQ=a—¢
y, como EH = ER=b-— (d + €), entonces d + (a—e€)=b—(d+e). Despejando d
de esta tltima ecuacién, tenemos d= l%ﬂ.

70. Tenemos que en z dias A pinta {5 de casay B pinta 75 de casa. Queremos
encontrar z tal que 5+ {5 = L. Entonces 6z + 5z = 60, de donde = = ‘15—(1’ =5+ %
y ésta es la respuesta.
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71. Las siguientes igualdades son equivalentes:
1 1
5\/7+4\/§+ 5\/7—4\/:?: 2,

Vi+4v/3=4-\/71-43,
T+4V3=16-8V/7 - 4v3 + (7 - 4v/3),
87— 4v3=16-8V3,
V7-4v/3=2_/3,

T-4V3=4-43+3.
Como la dltima igualdad es claramente cierta, entonces también lo es la primera.
(Nota: Es necesario aqui aclarar lo siguiente: En general, la igualdad z2 = y?
no es equivalente a la igualdad z = Y sino mas bien a la igualdad |z| = |y|; sin
embargo, observemos que en la segunda y en la quinta igualdad de arriba, en donde

elevamos al cuadrado, los términos son positivos, asi que las igualdades obtenidas
son equivalentes, respectiva.mente.)

72. Sean A y C los centros de las circunferencias y sea B el punto de tangencia
de C; y C3, como se indica en la figura.

L

C, . (6

Entonces AABC es un tridngulo rectdngulo y si k es el radio buscado, entonces
AC=r+k,AB=ryBC = r—¢. Entonces, por Pitégoras, (r+k)2 = ri4(r—k)2,
de donde r? 4 2rk + k2 = r2 4 52 —2rk+k? asique drk =12y k =

r
g




73. Sean a, b y c las bases de los tridngulos de dreas 1, 4 y 9, como se indica en
la figura de manera que a y b sean colineales; sin pérdida de generalidad supongamos
que a|| AB, y sean h, i y j las respectivas alturas. Sea D el vértice del tridngulo de
4rea 4 opuesto a la base b; sin pérdida de generalidad, D esta sobre AC.

A b c a B

Por D tracemos una paralela a AB. Entonces el nuevo tridngulo formado con esta
recta y C ¢s igual al tridngulo de drea 1 (pues se forma un paralelogramo). Entonces
su altura en el vértice C también es h. Asi la altura de AABC es h+i+ j y la base
que le corresponde es a+b+c. Ahora, los tridngulos son todos semejantes y la razén
de proporcién entre sus lados (y entre sus alturas) es la raiz cuadrada de la razén
entre sus areas (en general, si APQR y AP'Q'R' y son dos triangulos semejantes
con razén de semejanza r entre sus lados y si k y &’ son las respectivas alturas por
Py P entoncesr-k'=kyr-QR =QR, de donde el irea de APQR es r? veces
el drea de AP'Q'R'). Entonces b = 2a, ¢ = 3a, i = 2h y j = 3h, de donde el drea de
AABC es
(a+b+c)(h+i+17) _ 6a - 6h =36-9ﬁ _ 36,
2 2 2

74. (i) Tomemos tres enteros positivos consecutivos n — 1, n y n + 1. Entonces
su producto es n3 — n. Ahora observemos que (n — 1) < n3 — n < n3 (la segunda
desigualdad es clara; para ver la primera, notemos que (n—1)3 = n®—-3n2+3n-1,
asi que basta probar que —3n% 4+ 3n — 1 < —n, esto es, 3n? — 4n+ 1 > 0, es decir,
(n — 1)(3n — 1) > 0; pero ésta iltima es clara pues ambos factores son positivos ya
que n > 2). Entonces n® — n no puede ser el cubo de un entero pues se encuentra
entre dos cubos consecutivos que son (n — 1)3 y n3.

(ii) Supongamos que 2p + 1 = A3, con A entero. Notemos que entonces A es
impar. Despejando p tenemos p = % = (%) (A% + A +1). Pero p es primo y
i,;—l es entero (pues A es impar), asi % =10 A+ A+ 1 = 1; como la segunda
ecuacién es imposible (A > 0), entonces A —1=2,asi 2p+1=27y p=13.

51




75. Observemos que area(ABN M) = area(ABM)+ area(BMN), y también
que drea(ABC) = éarea(ABM)+ area(BMC), asi que basta probar que ABMN y
ABMC tienen la misma area. Estos dos tridngulos tienen una base comin BM,
por lo que basta probar que la distancia de N a BM es la misma que la de C a BM,
esto es, que NC|| BM. Por hipétesis, LBAN = LNAC = LLAC. Pero LLAC =
(LAM = [LBM (por abarcar los mismos arcos) y también ZBAN = LBCN, de
donde, comparando tenemos LM BC = /LBCN, y de aqui, por el teorema de Tales,
CN || BM, como querfamos probar.

76. Observemos que la tnica manera en que se pueden cumplir simultdneamente
las dos condiciones a > b > ¢ y que a sea factor de b+ ¢ es que b+ ¢ = a. Entonces
a+c=b+42cy, como b es divisor de a + ¢, entonces b debe ser divisor también de
2c; otra vez, ésta ultima condicién junto con la hipétesis b > ¢ nos dice que b = 2c¢.

Por tanto @ = b+ ¢ = 3c. Entonces ;% = g = 2
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77. Supongamos primero que ABCD es paralelogramo y sea O la interseccién
de las diagonales; entonces O es punto medio de AC' y de BD (pues los tridngulos
AAOD y ACOB son iguales por tener sus-dngulos iguales y puesto que AD = BC).
Entonces BO es mediana del tridngulo ABC. Pero P divide a esta mediana en
proporcién 2:1, asf que P es baricentro del tridngulo, de donde AP es mediana y E
es punto medio de BC. Por la misma razén F es punto medio de CD.

Ahora supongamos que E y F son los puntos medios de BC' y CD, respectiva-
mente, pero que ABCD no es paralelogramo. Sea C’ el punto tal que ABC'D es
paralelogramo y sean E’ y F” los respectivos puntos de interseccién de AP con BC’
y de AQ con DC', como se muestra en la figura.

Por el inciso anterior, E’ es punto medio de BC', asi que los tridngulos ABC'C
y ABE'E son semejantes en proporcién 2:1 (tienen dos lados en esta razén y el
dngulo comprendido entre ellos es el mismo); entonces tenemos que E'E y C'C
son paralelas. Andlogamente, F'F y C'C son paralelas. Combinando tenemos que
E'E || F'F; pero estas dos rectas se intersectan en A asi que no pueden ser paralelas,
contradiciendo la suposicién que hicimos de que ABCD no era paralelogramo.

53



78. Hagamos un ejemplo pensando que fueran 2* = 16 casillas, en lugar de 26 =
64 casillas, para analizar qué pasa con una potencia 2" de 2 cualquiera. Tenemos
la siguiente tabla en la que indicamos con e cuando una ficha ocupa el mismo lugar
que la ficha #1.

ficha posicién en los primeros 16 minutos coincidencias

1{1]2|3|4|5|6|7]|8]|9]|10(11|12|13(14(15|16

2(2|4|6|8|10(12(14(16( 2|4 (6 |8 |10[12]|14| e | 1
3!13|6|9(12|15|2 |5 |e|11|14|1 |4 |7 |10(13|e |2
4(4|18(12|16| 4 |8 |12|16| 4 |8 |12|16]|4 |8 |12|e | 1
5|15|10(15( e ® ® o | 4
6 e |1
7 ° o |2
8 e |1
9 ° ° ° ° ° ° ° e |8
10 e |1
11 U o |2
12| o |1
13 e ® @ e | 4
14 e |1
15 ® e | 2
16 o |1

Observamos que 8 (2"~1) niimeros tienen 1 coincidencia; 4 (2"~%) ndmeros tienen 2
coincidencias; 2 (2"2) ntimeros tienen 4 coincidencias, y 1 (2"~*) nimeros tienen
8 coincidencias. En general, en el minuto 2" habra habido n - 2*~! coincidencias.
(Formalmente: La ficha #k comparte la casilla r con la ficha #1 si y sélo si 2™ | rk —
r = r(k —1). Si 2* es la m4xima potencia de 2 que divide a k — 1, entonces la
menor r para la cual 2 |r(k — 1) es 2"~%, asi que en el minuto 2" hay 7%= = g
coincidencias de la ficha #k con la ficha #1.) Aplicando lo anterior a n = 6, tenemos
que en 64 minutos habré 6 - 2° = 192 coincidencias. Después de 10 periodos de estos
tendremos 1920 coincidencias, asi que faltardn 76. Ahora, para ver en qué momento
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se completan las 76 que faltan, debemos sumar por columnas las coincidencias;
observando que sélo puede haber coincidencias en casillas pares tenemos que los
nimeros de coincidencias por columnas son:

posic. ficha #1
coincidencias

~

4] 6]8[10[12[14]16[18[20]22[24]26]28[30[32
3l1]7[1]3]1i5[1|3]1]7[1]3]1[31

o

Hasta aqui se juntan 80, asi que la ficha #1 estard en la casilla 32 cuando todos
los focos queden prendidos. (Para ver las coincidencias por columnas formalmente,
consideremos lo siguiente: Cuando la ficha #1 est4 en el lugar 2°b, con b impar, el
nimero de coincidencias es el nimero de elementos del conjunto

{z|1< z < 64, 2°bz = 2°b (mod 2°7%)}.

Como la congruencia es equivalente a z = 1 (mod 262, el nimero de coincidencias
en esa casilla es de 2° —1.)

79. Supongamos que si es posible cubrir la cuadricula de 6 x 6 con la propiedad
mencionada. Primero observemos que, en este caso, cada linea interior vertical
deber4 estar atravesada por un nimero par de rectangulitos horizontales; para ver
esto observemos que cada rectangulito vertical abarca dos cuadritos verticales y 6
es un ndmero par, de tal suerte que entonces en la primera columna vertical habrd
un numero par de recténgulos horizontales; pero entonces, en la segunda columna
pasard lo mismo puesto que los rectdngulos horizontales que cubren cuadritos en
la primera columna abarcan un niimero par en esta segunda, asi que los cuadritos
que quedan en esta columna también son un nimero par, y asi sucesivamente. Por
la condicién pedida en el problema, cada linea interior vertical estard atravesada
entonces por al menos dos rectangulitos horizontales. Por la misma razén, cada linea
interior horizontal estars atravesada por dos rectangulitos verticales. Sin embargo,
el nimero total de lineas interiores es 10 (5 verticales y 5 horizontales) y cada uno
de los 18 rectangulitos sélo puede atravesar una de ellas, asi que no puede haber las
20 intersecciones que se dice arriba que debe. haber. Entonces no es posible cubrir
la cuadricula como se estaba suponiendo.

55



Una forma para cubrir la cuadricula de 6 x 5 con la condicién pedida se muestra
en la siguiente figura.

80. Supongamos que para cierta n > 2 si es posible llenar la cuadricula como se
pide y veamos cémo debe ser n. La minima suma posible por renglones o columnas
es 10(= 1+ 2 + 3 +4) y la méxima suma posible es 58(= 13 + 14 4+ 15 + 16). Se
necesitan 8 miltiplos distintos de n pues hay 4 filas y 4 columnas, pero 58'510 =6,
asi que n < 6 (por ejemplo, entre 10 y 58 no podemos encontrar 8 miultiplos distintos
de 7 ya que entre 10 y 58 sdlo hay 7 miltiplos de 7 que son: 14, 21, 28, 34, 42, 49y
56). Ahora observemos que la suma de todos los nimeros del 1 al 16 es 136, asi que
este niimero también se obtiene sumando los 4 miltiplos de n que aparezcan por
filas, de donde n no puede ser 3, 5 0 6 pues estos no son divisores de 136. Para ver
que los casos n =2y n = 4 sison posibles, consideremos, por ejemplo, los acomodos
de las figuras, en donde el caso n = 4 se obtuvo del caso n = 2 intercambiando las
posiciones de 4 y 6 y las de 12,16 y 14 (estos dltimos tres en forma ciclica).

sumas sumas
112(3|4]| 10 11236} 12
6|78 26 51478 24
9 (10|11|12] 42 9 (10|11|14| 44
13|14|15|16| 58 13|16|15(12| 56
sumas 28 32 36 40 sumas 28 32 36 40
=2 n=+4
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81. Observemos primero que cada camino C cruza exactamente una vez cada
una de las diagonales que se muestran en la figura.

El minimo valor de un niimero en cada diagonal est4 arriba a la derecha y el maximo
estd abajo a la izquierda, asi que m se logra con el camino que va todo a la derecha
hasta terminar el primer renglén y después hacia abajo por la dltima columna, y
M se logra con el camino que primero va hacia abajo recorriendo toda la primera
columna y después hacia la derecha por el dltimo renglén. Asi
m=1+4+2+--4+n+2n+3n+---+n2 y
M=[1+Mm+1)+@2n+1)---+((r-Dn+1)]+[((n-1)n+2)+ - +n?.

Ademds observemos que sobre las diagonales en cuadritos juntos, la diferencia es de
n—1. Entonces M —m = (n—1)?(r— 1) = (n—1)3 (pues en cada e en la cuadricula
hay una diferencia de n — 1 y hay (n — 1) o's.

Ahora, si buscamos una n y un camino C en una cuadricula de n x n que cumpla

L(C) = 1996, debemos tener m < 1996 < M. Perom = [1+ 2+ -+ (n —

DI+ [n+2n+3n+ - +n?] = 2000 4 g (221) 4 g2 = (aolliledl) 4 2y

M = m+(n—1)?, como vimos arriba; entonces de m < 1996 obtenemos n < 15

y de M > 1996 obtenemos n > 12 (pues

para n = 15 tenemos m = 16"% + 15% = 1905 < 1996,

para n = 16 tenemos m = 174818 | 162 — 2296 > 1996,

para n = 11 tenemos M = 12110 4 112 4 103 = 1781 < 1996 y

para n = 12 tenemos M = 131211 4 192 4 113 — 2333 > 1996).
Entonces los posibles valores para n son 12, 13, 14 y 15. Ahora recordemos que
cualquier camino tiene diferencia un mltiplo de n—1 con el minimo, asi que debemos
tener que 1996 — m debe ser miltiplo de n — 1. Calculemos entonces en cada caso
1996 — m:
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Si n = 12, entonces ‘m = 1002 y 1996 — m = 994 que no es miiltiplo de 11.

Si n = 13, entonces m = 1261 y 1996 — m = 735 que no es miiltiplo de 12.

Si n = 14, entonces m = 1561 y 1996 — m = 435 que no es miiltiplo de 13.

Si n = 15, entonces m = 1905 y 1996 — m = 91 que no es miiltiplo de 14.
De los célculos anteriores concluimos que no es posible encontrar un camino C con
L(C) = 1996.

82. Observemos primero que ZABB' = LC'C A puesto que ambos son comple-
mentarios de ZBAC (ya que CC' es perpendicular a AB y BB’ es perpendicular
a AC). Entonces los tridngulos AABB’' y AC'CA son iguales (por tener iguales
dos lados y el dngulo comprendido entre ellos). Como dos lados correspondientes
en estos tridngulos son perpendiculares entre si, entonces también lo es el tercero,
es decir, /B'AC’ = 90°. Por la misma razén, los tridngulos ABCC' y AA’AB son
iguales y ZC'BA’ = 90°. Pero entonces A’BC’ y C'AB' son tridngulos rectingulos
isésceles (A'B = BC' y C'A = AB'), de donde sus angulos no rectos son, de 45°.
Asi LA'C'B' = LA'C'B+ [BC'A+ LAC'B' = 45° 4+ 90° + 45° = 180°, de donde A’,
C' y B’ estan alineados.




A continuacién presentaremos (sin soluciones) los exdmenes de la X Olimpiada
Iberoamericana, de la XXXVI Olimpiada Internacional y de la VII Olimpiada de la
Cuenca del Pacifico, todos celebrados en 1996.

XI OLIMPIADA IBEROAMERICANA

1. Sea n un nimero natural. Un cubo de arista n puede ser dividido en 1996 cubos
cuyas aristas son también nimeros naturales. Determina el menor valor posible
de n.

2. Sea M el punto medio de la mendiana AD del tridngulo AABC (D pertenece
al lado BC). La recta BM corta al lado AC en el punto N. Demuestra que AB
es tangente a la circunferencia circunscrita al tridngulo ANBC si, y solamente
si, se verifica la igualdad % = ég—%;.

3. Tenemos un tablero cuadriculado de k% — k + 1 filas y k2 — k + 1 columnas,
donde k = p+ 1y p es un nimero primo. Para cada primo p, da un método
para distribuir nimeros 0 y 1, un nimero en cada casilla del tablero, de modo que
en cada fila haya exactamente k nimeros 0, en cada columna haya exactamente
k niimeros 0 y ademds no haya ningin rectdngulo de lados paralelos a los lados
del tablero con niimeros 0 en sus cuatro vértices.

4. Dado un nimero natural n > 2, considera todas las fracciones de la forma ;13,
donde a y b son nimeros naturales, primos entre si y tales que
a<b<mny
a+b> n.

Demuestra que para cada n la suma de estas fracciones es %

5. Tres fichas A, B y C estén situadas cada una en un vértice de un tridngulo
equildtero de lado n. Se ha dividido el tridngulo en triangulitos equildteros de
lado 1, tal como muestra la figura en el caso n = 3.
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Inicialmente todas las lineas de la figura estdn pintadas de azul. Las fichas se
desplazan por las lineas, pintando de rojo su trayectoria, de acuerdo con las dos
reglas siguientes:

(i) Primero se mueve A, después B, después C, después A y as{ sucesivamente,
por turnos. En cada turno, cada ficha recorre exactamente un lado de un trian-
gulito, de un extremo a otro.

(ii) Ninguna ficha puede recorrer un lado de un triangulito que ya esté pintado
de rojo; pero puede descansar en un extremo pintado, mcluso si ya hay otra
ficha esperando alli su turno.

Demuestra que para todo entero n > 0 es posible pintar de rojo todos los lados
de los triangulitos.

. Se tienen n puntos distintos Aj,..., A, en el plano y a cada punto A; se ha
asignado un ndmero real ); distinto de cero, de manera que (4;4,)% = X; + A,
para todos los ¢, j con 7 # j. Demuestra que

(ayn<4y

(b) si n=4, entonces - ). + T + & = y— = 0.




VIII OLIMPIADA DE LA CUENCA DEL PACIFICO

. Sea ABCD un cuadrildtero con todos los lados del mismo tamafio y con los

lados opuestos paralelos. Sean M, N, P y () puntos en AD, DC, AB y BC,
respectivamente, de tal manera que M N y PQ sean perpendiculares a la dia-
gonal BD y tales que la distancia d entre ellos sea mayor que %. Prueba que
el perimetro del hexagono AMNCQP no depende de la posicién de M, N, P y

Q, con tal que la distancia d permanezca constante.

. Sean m y n enteros positivos tales que n < m. Prueba que

(m+ n)!

"n! < < (m? "
2"n _(m—n)!‘(m + m)

. Sean P, P,, P3 y P, cuatro puntos en un circulo y sean I; el incentro de

AP, P3Py, I, el incentro de AP, P3Py, I3 el incentro de AP, P, Py e I, el incentro
de AP, P, P;. Demuestra que Iy, I, I3 e I son los vértices de un.rectdngulo.

. El Consejo Nacional de Matrimonios desea invitar a n parejas para formar 17

grupos de discusién bajo las siguientes reglas:

(i) Todos los miembros de un grupo deben ser del mismo sexo.

(ii) La diferencia de tamaiio entre cualesquiera dos grupos es a lo més 1.
(iii) Cada grupo tiene por lo menos un miembro.

(iv) Cada persona debe pertenecer a un grupo exactamente.

Encuentra todos los valores posibles para n si n < 1996.

. Sean a, b y c las longitudes de los lados de un tridngulo. Demuestra que

Vat+b—c+vbhtec—a+vVetra-b<Va+vVb+/k,

y determina cuando se da la igualdad.
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XXXVII OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICAS

. La superficie de un rectangulo ABC'D con AB = 20 y BC = 12 esta dividida en
20 x 12 cuadrados unitarios. Sea r un entero positivo dado. Un juego consiste
en encontrar una sucesién de movimientos que lleven a una moneda desde el
cuadrado con vértice A hasta el cuadrado con vértice B, donde un movimiento
consiste en llevar la moneda de un cuadrado a otro si la distancia entre los
centros de esos cuadrados es /7.

(i) Prueba que no es posible encontrar una sucesién de movimientos si r es
multiplo de 2 o de 3.

(ii) Prueba que si es posible encontrar la sucesién de movimientos cuando r = 73.
(iii) ;Es posible encontrar una sucesién de movimientos se r = 977

. Sea P un punto interior al tridngulo AABC tal que LAPB—-LACB = LAPC —
LABC. Sean Dy F los incentros de los tridngulos AAPB y AAPC, respecti-
vamente. Demuestra que AP, BD y C'E son concurrentes.

. Sea S ={0,1,2,3,...} el conjunto de los enteros no negativos. Encuentra todas
las funciones f, definidas en S y que toman sus valores en S, tales que

f(m+ f(n)) = f(f(m)) + f(n),

cualesquiera que sean m,n € S.

. Sean a y b enteros estrictamente positivos tales que 15a + 16b y 16a — 15b son,
ambos, cuadrados de enteros estrictamente positivos. Determina el menor valor
posible que puede tomar el menor de esos dos cuadrados.

. Sea ABCDEF un hexdgono convexo tal que AB es paralelo a ED, BC es
paralelo a FE y CD es paralelo a AF. Sean R4, Rc y Rg los radios de las
circunferencias circunscritas a los tridngulos AFAB, ABCD y ADEF, respec-
tivamente; y sea p el perimetro del hexdgono. Prueba que R4+ Rc + Rg > E.

. Sean n, p y q enteros positivos tales que n > p+ ¢. Sean z,,z;,...,Z, enteros
que verifican las siguientes condiciones:

(3) 2, =2, =0.

(b) Para cada ¢ con 1 < ¢ < n se tiene que, o bien z; — z;_; = p o bien
z; — Timg = —q.

Demuestra que existe una pareja (2, j) con ¢ < j, (¢,7) # (0, n), tal que z; = z;..
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