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Presentacion

La Sociedad Matemética Mexicana organiza la 12a. Olimpiada Mexicana de
Matemaéticas. Los ganadores en ella formarén las selecciones que participarén
en la XL Olimpiada Internacional de Matemdticas por celebrarse durante el
mes de julio de 1999 en Rumania y en la XIV Olimpiada Iberoamericana de
Matemaéticas en Colombia.

En la 12a. Olimpiada Mexicana de Matemdticas pueden participar los jé-
venes mexicanos nacidos después del 1° de agosto de 1979. Los concursantes
deberan estar inscritos en el bachillerato durante el primer semestre de 1999
y, para el 22 de julio de ese aflo, no deberédn estar inscritos en ninguna escuela
de nivel universitario.

Los problemas que aparecen en este folleto son problemas que aparecieron
en concursos de las diferentes etapas de las olimpiadas de matemdticas. La
intencién del folleto es que sirvan como orientacién a los alumnos que desean
participar en estas olimpiadas. Como se puede ver, los problemas que apare-
cen aquf, no son problemas rutinarios o problemas en los que se apliquen
directamente los conocimientos que se adquieren en la escuela. Més bien son
problemas que requieren de una buena dosis de ingenio y de esfuerzo para ser
resueltos. Como en todos los aspectos del aprendizaje de las matemdticas, el
esfuerzo individual y el enfrentamiento solitario con los problemas son impor-
tantes, pero también es muy importante la discusién con los compaiieros y los
profesores.

Una forma de manifestar creatividad en matem4ticas es resolviendo proble-
mas. Otra forma, que a veces requiere de més madurez, es inventando pro-
blemas. Invitamos a todos los lectores de este folleto: profesores, estudiantes,
olfmpicos y exolimpicos a que nos envien problemas con solucién. Estos pro-
blemas serén considerados para su inclusién en exdmenes o en futuros folletos.

Este folleto incluye problemas de los exdmenes estatales de: Aguascalientes,
Baja California, Campeche, Coahuila, Distrito Federal, Estado de México,
Jalisco, Michoacén, Oaxaca, Querétaro, Quintana Roo, San Luis Potosi, So-
nora, Tabasco, Tlaxcala, Veracruz, Yucatdn y Zacatecas.

El trabajo mecanografico de este folleto fué realizado por Lucina Parra.




2 Presentacion

Etapas de la Olimpiada

Como ya es tradicién, la Olimpiada Mexicana de Matemdticas consta de
tres etapas:

e Exdmenes Estatales. Estos exdmenes servirdn para formar las selec-
ciones estatales que asistirdn al Concurso Nacional.

e Concurso Nacional. Este concurso se llevard a cabo en la ciudad de
Querétaro, Qro., del 8 al 14 de noviembre de 1998. De él se elegird a la
preseleccién mexicana.

e Entrenamientos. A la preseleccién que surja del Concurso Nacional se
le entrenard intensivamente durante el primer semestre de 1999, también
se le aplicardn exdmenes para determinar los alumnos que representaran
a México en las olimpiadas internacionales.

La participacién en cada una de las tres etapas mencionadas es individual.
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Resumen de Resultados

Desde 1987, afio en que la Sociedad Matemdtica Mexicana organizé la primera
Olimpiada, los resultados han sido los siguientes:

OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICAS

Ano Pafs sede No. de Lugar de
paises Meéxico

1988 Australia 49 37
1989 Rep. Fed. de Alemania 50 31
1990 Rep. Popular de China 54 36
1991 Suecia 55 35
1992 Rusia 56 49
1993 Turquia 73 63
1994 Hong Kong 69 65
1995 Canadd 74 59
1996 India 75 53 i

1997 Argentina 82 32

OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICAS

Ano Pais sede No. de Lugar de
paises Meéxico
1989 Cuba 13 3
1990 Espaiia 15 3
1991 Argentina 16 5
1992 Venezuela ‘ 16 6
1993 Meéxico 16 9
1994 Brasil - 16 6
1995 Chile 18 9
1996 Costa Rica 17 2
1997 Meéxico 17 3

En total, en las olimpiadas internacionales se han obtenido una medalla
de plata, nueve medallas de bronce y trece menciones honorificas. En las
olimpiadas iberoamericanas se han obtenido tres medallas de oro, catorce
medallas de plata, trece medallas de bronce y tres menciones honorificas.

COMITE ORGANIZADOR DE LA
OLIMPIADA MEXICANA DE MATEMATICAS
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Enunciados de los Problemas

Presentamos aquf algunos problemas para mostrar el tipo de mateméticas que
se manejan en las primeras fases de la Olimpiada Mexicana de Matem4ticas.
Al final encontrarés las soluciones.

Los primeros 50 problemas forman parte de exdmenes de la primera etapa
de Concursos Estatales de la 11a. Olimpiada Mexicana de Matematicas, del
problema 51 al 88 se eligieron de exdmenes de segundas y terceras etapas, del
89 al 94 son los problemas del Concurso Nacional y del 95 al 100 son los que
se aplicaron para seleccionar a los alumnos que asistieron a la XXXVIII IMO.

Examenes Estatales de la 1 Etapa

Problema 1. Dos jugadores, A y B, juegan lanzando cada uno dos veces
consecutivas un dado; A gana si el total de puntos en sus lanzamientos es 7,
B gana si el total de puntos en sus lanzamientos es 5. ;Cuél de los siguientes
enunciados es correcto?

(a) A tiene ventaja sobre B (b) B tiene ventaja sobre A

(c) Ay B juegan en igualdad de condiciones (d) Ninguno de los anteriores

Problema 2. Hay que enviar 4 cartas urgentes. ;De cuéntas maneras puede
efectuarse esto, si para transmitir las cartas se pueden enviar 3 mensajeros y
cada carta se puede entregar a cualquiera de ellos?

(a) 64 (b) 12 (c) 3 (d) 81

Problema 3. El padre tiene 5 frutas distintas, las que entrega a sus 6 hijos de
tal forma que cada uno obtiene una fruta o nada. ;De cuintos modos puede
hacerlo?

(a) 790 (hY 190 (~\ RO (A @ar
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Problema 4. 1 Cudl es el méximo comun divisor de 111y 1111117
(a) 111 (b) 11 (c) 101 (d) 1111

Problema 5. Considere el rectangulo ABCD con base BC = 2 y altura
cD =1.51 X es el punto medio del segmento CD, Y el punto medio del
segmento B Dy Zesun punto en el segmento X Y tal que el trisngulo XZD
os is6sceles con X 7 = 7D (Cuénto mide X Z7

@ E-2 ORL ©% %

Problema 6. En un cubo solido de 4cm de lado se hace una perforacion en
forma de prisma con base cuadrada de 1em de lado desde el centro de cada
cara hasta su cara opuesta (en la figura se ilustra una de las perforaciones),
hay que hacer dos perforaciones més usando las otras parejas de caras opuestas
;Cuéntos centimetros cibicos de volumen tiene el nuevo sélido?

Zead

(a) 52cm® (b) 53cm® (c) 5dem? (d) 5lem®

Problema 7. Un granjero tiene dos vacas, tres cerdos y dos gallinas. ;Cuéntas
alternativas tiene un comprador, si va 2 llevar una vaca, un cerdo y una
gallina?

(a) 6 (b) 10 (c) 12 (d) 8

Problema 8. Se tienen en una caja dos bolas blancas ¥ cuatro negras. iDe
cuéntas maneras s€ pueden sacar dos bolas del mismo color?

() 5 (b) 6 () 7 (d) 3

Problema 9. Un cristal en forma de prisma; tiene 97 aristas. {Cudntos vér-

tices tiene?
(Nota: Los prismas tienen como base y tapa dos poligonos iguales)

(a) 10 ()9 (c) 18 (d) 20

Problema 10. ;Cual de los siguientes numeros cumple que al dividirlo entre
6, el resto es igual al doble del cociente?

"N a0 (c) 160 (d) 180
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Problema 11. ;Qué poligono regular tiene la misma cantidad de diagonales
que de lados?

(a) Tridngulo (b) Cuadrado (c) Pentdgono (d) Octégono

Problema 12. En Bujolandia, (Pais lejano habitado por diminutos seres

llamados ‘bujos”) sus habitantes estdn organizados de la siguiente manera:
Existe tantos bujos en un clan, como clanes en un estado y como estados

en un reino. Si un reino tiene 357911 bujos. ;Cudntos bujos tiene un clan?

(a) 71 (b) 70 (c) 72 (d) 79

Problema 13. El sol de cierta galaxia emite tres diferentes rayos, de la si-
guiente manera: El rayo alfa cada 16 segundos, el rayo beta cada 45 segundos,
el rayo gamma cada 140 segundos.

Si en este momento se emiten al mismo tiempo los tres rayos, ;Dentro de
cudntos segundos volverdn a emitirse los tres rayos al mismo tiempo?

(a) 140 (b) 5040 (c) 5400 (d) 104

Problema 14. En el pafs de las maravillas hay 10 duendes encantados que
cambian de color. En la primera semana todos son rojos, la segunda semana los
muiltiplos de 2 cambian al color verde, la tercera semana los multiplos de tres
cambian al color rojo, y asi alternadamente hasta que la décima semana los
multiplos de 10 cambian al color verde. ;Cudles de los diez duendes quedaron
pintados al final de rojo?

a) Los nimeros impares b) Los niimeros pares

c¢) Los nimeros divisores de 10 d) Los numeros multiplos de 10

Problema 15. ;Para qué valores de n, la suma de los factoriales, 1! + 2! +
3! +4!'+ ... + n! no termina en tres?

(a) 1,2 (b) 2,4 (c) 3,5 (d) 1,3

Problema 16. En un torneo de tenis hay 1024 jugadores, y el sistema es de
eliminacién sencilla; es decir, si un jugador pierde un juego, se sale del torneo
y si gana vuelve a jugar, y asi se sigue hasta que quede uno solo; el campedn.
(Cudntos partidos se jugardn en total en el torneo?

(a) 512 (b) 1023 (c) 1024 (d) No se puede saber

Problema 17. Una linea aérea ofrece un 10% de descuento a los pasajeros
mexicanos, y un 20% de descuento adicional a los estudiantes sobre el precio
final. ;Cuél serd el descuento total para los estudiantes mexicanos?

(a) 22% (b) 25% (c) 28% (d) 30%
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Problema 18. Sobre dos caras de un cubo se dibujan los segmentos ABy AC
como se ve en la figura, es decir sobre las diagonales de esas caras. ;Cudnto
mide el dngulo formado entre estos segmentos?

A C

B

(a) 45° (b) 60° (c) 90° (d) No es un angulo

Problema 19. ;Cuéntos nimeros enteros positivos menores que 1000 hay
tales que la suma de sus cifras sea 77

() 24 (b) 30 (c) 33 (d) 36

Problema 20. Se quiere dibujar un tridngulo equildtero y un hexdgono re-
gular, (no importan los tamafios) de forma que la figura formada por su in-
terseccién (érea sombreada) tenga el méximo numero de lados. 1 Cusl es este
méximo? (En el ejemplo tiene 4 lados)

() 6 (b) 7 (©)9 (@) 10

Problema 21. ;Cudntos triangulos no semejantes hay tales que cada uno de
sus tres dngulos interiores sea divisible entre 207

(a) 5 (b) 7 () 9 (d) 10

Problema 22. ;Cudntos numeros mayores O iguales que cero y menores que
1000 hay, tales que sean divisibles entre 2 6 3, pero no entre 57

(a) 534 (b) 666 (c) 766 (d) 832

Problema 23. ;Cudl es la suma de todos los nimeros de cuatro digitos
distintos que pueden formarse con los digitos 1,2,3y 47

(a) 60606 (b) 66600 (c) 66660 (d) 66666
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Problema 24. ;Cuadl es el valor de 7 +77+ 777+ ...+ 77...7, donde el tltimo

sumando tiene 1997 digitos?

(a)

7(101%98 — 9 x 1997 — 10)

81

7(101%% — 9 x 1997 + 10)

() 81

1+ 2!+ ... +1996! + 199717

(a) 10 (b) 13

Problema 27. Sea ABC un trisngulo e I su incentro. Sean P un punto sobre
AB tal que ZAIP = 30° y Q un punto sobre CA tal que ZQIA = 30°. Si
£CAB =20, ZABC =23y ZACB = 2y ;Cusnto vale ZQPA?

(b)

(d)

by 7(1019% +9 x 1997 — 10)

9

81
7(10%9%8 + 9 x 1997 + 10)

Problema 25. Un divisor del ntimero 21! + 312 4 414 ¢g:
(a) 6 (b) 7

(c) 8

(c) 21

(a) B

(b) v

Problema 28. El punto de tangencia de dos circulos tangentes exteriormente
es G, el radio de uno de los circulos es igual a 1 y el radio del otro es igual
a 2, | es una de las tangentes comunes a los dos cfrculos que no pasa por G.
(Cudl es la distancia de G a I?

c

(c) B+

81

Problema 26. ;Cudles son los dos tltimos digitos de la siguiente suma:

(d)9

(d) 23

(d) 2a




10 Problemas

Problema 29. Si n y m son enteros positivos y m™ + mrtl 4 mnt2 = 39,
;Cuénto vale n™?

(a) 1 (b) 2 (c)3 (d) 4
Problema 30. En la siguiente figura, la distancia tanto vertical como hori-

zontal entre los puntos es 1em. (Cudntos tridngulos de drea 1em? hay con sus
tres vértices en los puntos?

(a) 8 (b) 16 (c) 32 (d) 36

-Problema 31. ;Cuél de las siguientes desigualdades es cierta para todo a y
b positivos?

a? + b? 4ab a? + v? 4ab
>4 b <4
o) _ab +a2+b2_ () ab +a2+b2_
a? + b? 4ab a? + b2 4ab
(c) - +a2+b2<4 (d) " +a2+b2>4
Problema 32. En la siguiente figura el dngulo OX A es igual a:
A
pES ¢ c
X
o T e
@ 3 )5 -a (0 5 (@) a

Problema 33. Si (a,b) denota al méximo comtn divisor de a y b. El valor
de (a4 —bt,a? — b2) es:
(a)a—b (b) a+b (c) a® — b2 (d) a2 + b?
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Problema 34. La siguiente sucesién est4 formada como se indica: se escriben

los digitos de 1997 y después los de 7991 luego los de 1997 dos veces y luego
\ los de 7991 dos veces, y asi sucesivamente

1997799119977991799119971997799179917991, ...

¢ Qué digitos estdn en los lugares 1997 y 19987
(a) 1,9 (b) 9,1 (c) 7,9 (d) 9,9

Problema 35. ;Cuél es el drea méxima del triangulo de lados a,b,c, sise
tieneque 0<a<1,1<b<2,1<¢<2?

() 2 (v Y22 @2 @

Problema 36. Sea ABCD un cuadrado que tiene 4 unidades por lado, si P
es un punto en el lado AB tal que la longitud de AP = /3,y Q y R son los
pies de las perpendiculares trazadas desde P a las diagonales ‘del cuadrado.
(Cuénto vale la suma de las longitudes de PQ y PR?

P

A

B

D
(b) v2

Problema 37. ;Cuantos tridngulos ABC no congruentes se pueden construir
si el lado AB mide 10, el éngulo en A es igual a 30° y el lado BC puede tomar
los valores: 4,7,9 y 117

(a) 4 (b) 5 CLE () 8

c

(c) 2v2 (d) 4

(a) 2

Problema 38. ;Cuél es el resultado de 16%+1 4 24z+49
(a) 24m+5 (b) 28m+8 (C) 185z+5 (d) 325m+5

Problema 39. Si z2 + 8z — 2 = 0, ;Cuénto vale z* + 823 + 16z + 10?
(a) —2 (b) 0 (c) 10 (d) 14

Problema 40. ;Cusl de estos nimeros cumple con que la suma de sus divi-
sores més su nimero de divisores es 24487

(a) 667 (b) 701 (c) 720 (d) 1225




Problemas

2n%44n418
ue 343 es un

12
Problema. 41. ;Cudntos enteros positivos n hay tales q
entero?
(a) 1 (b) 3 (c) 4 (d) Una infinidad
Problema 42. Si las diagonales de un rombo miden 8 y 6 ;Cuédnto vale el
grea del cfrculo inscrito en el rombo?
144 256
(a) 25" (b) 97 (c) 25" (d) 257
Problema 43. Si a y b son las raices del polinomio z2 +7z+15 = 0, ;Cuénto
vale a? + b2 + 12ab? ‘
1 171
(a) () 1 (c) 101 (d) 199
Problema 44. Sean, ABC un tridngulo equildtero de lado 1, y P, @, R puntos
como se muestra en la figura tales que: %_OZ = —ﬁ% = %, %’—J = % (Cuénto
vale el 4rea del tridngulo PQR?
C
Q
P
A R B
V3 1 7V/3 5v/3
R fiad = ik fied d) =2
(o) % ) 3 (¢) 25 (@ 2%
Problema 45. En la siguiente figura ;Cuédnto vale el 4rea del tridngulo rec-
téngulo APD?
; 5
___________ A B
P
16
e
D 12 C
(d) 50v/2

(a) 40 (b) 61 (c) 44/281
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Problema 46. ;Cudntos rectdngulos tiene la siguiente figura?

—

(a) 33 (b) 50 (c) 55

Problema 47. ;Cuédntas soluciones reales tiene la ecuacién
(22 +z—1)(2% +z2+2) =47

‘ (a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 4

Problema 48. ;Cudnto vale el drea del sector sombreado?

(a) 4v/3 — ‘—;w (b) 4v/3 — %w (c) 2v/3+ %w (d) 2v3 + %w

Problema 49. ;Cudnto vale (11001013 + 11001013),?
(a) 1003014 (b) 1003234 (c) 200323, (d) 22002024

Problema 50. Se tiene un tetraedro regular y se trazan todas las bisectrices
de todas las caras. ;Cudntos puntos de interseccién hay entre las 12 bisectri-
ces?

(a) 4 (b) 8 (c) 12 (d) 14

Examenes Estatales de la 2* Etapa

Problema 51. En un tridngulo de perfmetro igual a 18, se inscribe una
circunferencia. Se traza una recta tangente a la circunferencia, que es paralela
a una de las bases del tridngulo. ;Cudnto mide esta base, si la longitud del
segmento de la tangente limitada por los otros dos lados del tridngulo es igual
a 27
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Problema 52. Se tiene un par de poleas con una banda ajustada entre ellas,
tal como se muestra en la figura. La distancia entre los centros de las dos
poleas es de 120 cm. y los radios de ellas miden 40 y 20 cm. respectivamente.
;Cusnto mide la longitud de la banda?

Problema 53. Sea n un entero positivo. Si un nimero primo p divide a 5n+1
y a 3n + 2, muestre que p también divide a n + 10.

Problema 54. En una cuadricula de 3 x 3, se colocan de alguna manera los
ntmeros del 1 al 9. A cada segmento interior de longitud uno de la cuadricula,
se le asigna el nimero que resulta de sumar los dos nimeros de los cuadrados
que tienen al segmento en comun. Sea S la suma de los doce niimeros asignados
a los segmentos interiores.

;Cuél es el valor maximo de S, de entre todas las formas de colocar los
niimeros del 1 al 9 en la cuadricula?

Problema 55. jEs posible acomodar los signos + o0 — de modo que se cumpla:
+14+2+3+...+100 =13%7

Problema 56. Al escribir los niimeros del 1 al 1997 en orden uno a continua-
cién del otro se forma el nimero M = 12345678910111213...199519961997.

(a) ;Cual es el digito central de M?, (b) (A qué nimero de la sucesién
corresponde?.

Problema 57. Los nimeros naturales a y b son nimeros menores o iguales a
1000; ademds a < b. {Cuédnto suman todas las fracciones £7.

Problema 58. Sea n un nimero natural, demostrar que si a y b son dos
multiplos de n, entonces el nimero formado al escribir a seguido de b es un
miltiplo de n. (a y b pueden ser de més de una cifra, por ejemplo: si a = 14
y b = 154; el nimero formado al escribir a seguido de b es 14154).




2% Etapa 15

Problema 59. En la siguiente figura, demostrar que: b — a = 4.

T

Problema 60. Sean a1, a3, a3,a4,as las longitudes de los lados de un penté-

g0ono convexo y mj, mz, ms, mq, ms las longitudes de sus diagonales. Demostrar
que:

l< a1 +az+az+ag+as

27 my+mo+mg+mg+ms

Problema 61. Sea a, el digito de las unidades del niimero
1997+19973+1997° +...+19972"~1, Calcular la suma: a; +as +az+...+aigo7.

Problema 62. Un conjunto de 1997 nimeros diferentes tiene la propiedad de
que la suma de cualesquiera 11 de ellos es un niimero positivo. Muestre que
la suma de todos los 1997 niimeros es positiva.

Problema 63. Considera un cuadrilstero ABCD inscrito en un cfrculo con
centro O tal que las diagonales AC' y BD son perpendiculares. Demuestra que
el drea del cuadrildtero AOCB es igual al 4rea del cuadrildtero OCDA.

Problema 64. Sean el niimero A = 33...33 (compuesto de seiscientas sesenta
y seis cifras, todas ellas iguales a 3) y el niimero B = 66...66 (compuesto de
seiscientas sesenta y seis cifras, todas ellas iguales a 6). Si los multiplicamos.
(Cudl es el resultado?.

Problema 65. Tres jugadores A, B y C juegan el siguiente juego:

Hay tres tarjetas, cada una de las cuales tiene escrito un nimero natural;
estos tres numeros naturales p, ¢, cumplen la condicién: 0 < p < ¢ < r.

Las tres cartas se revuelven y se reparten (una a cada jugador).

A continuacién cada uno de ellos recibe el nimero de piedrecillas indicado
por la tarjeta que le tocé, y las conserva por el resto del juego. Después las
cartas se revuelven otra vez.

El proceso anterior se efectia completo al menos tres veces. Cuando los
Jjugadores se cansan y deciden terminar el juego, A se queda en total con 20
piedrecillas, B con 10 y C con 9. Adem4s, sabemos que en la tltima reparticién
a B le tocé la tarjeta con el nimero 7.
¢Quién recibié la tarjeta con el niimero q en la primera reparticién?
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Problema 66. En una isla desierta habita un grupo de camaleones. Estos
camaleones son inmortales, jamds nacen méas de ellos y nunca abandonan la
isla. Son de color amarillo, blanco y cafe hay 1997, 2997 y 3997 camaleones
de cada color respectivamente.

Cada vez que dos camaleones se topan cara a cara, lo cual nunca sucede
entre més de dos camaleones, ocurre lo siguiente:

a) Si los dos camaleones son de diferente color, digamos A y B, entonces
los dos camaleones se volverdn de color C.

b) Si los dos camaleones son del mismo color, digamos A, entonces uno de
los camaleones se volverd de color B y el otro se volverd de color C.

(Podrén algin dia los camaleones ser todos del mismo color?. Si contestas
que si, da el método para hacerlo; si contestas que no, justifica tu respuesta.

Problema 67. Se traza una linea recta que pasa por un punto KX en el interior
del cuadrado ABCD, la cual intersecta a los lados opuestos AB y CD en los
puntos P y @ respectivamente. Se dibujan dos circulos que pasan por los
tridngulos KBP y KDQ) respectivamente. Pruebe que el segundo punto de
interseccién de las dos circunferencias cae sobre la diagonal BD.

Problema 68. ;Cudles son las posibles dreas de un hexdgono con todos los
angulos iguales y cuyos lados miden 1,2,3,4,5,6, en algtin orden?

Problema 69. Se tiene un examen con 1997 problemas. Paco resuelve los
problemas de 4 en 4, empezando por el cuarto (hace los problemas 4, 8, etc.),
Luis resuelve los problemas de 5 en 5, de atrds para adelante empezando por el
dltimo (hace los problemas 1997, 1992, etc.). ;Cudntos problemas resolvieron
en comun?

Problema 70. En un cubo, considera los 27 puntos siguientes: Uno en cada
vértice, uno en cada mitad de arista, uno en cada centro de cara y uno en
el centro del cubo. ;Cuédntas lineas rectas pasan por exactamente 3 de esos
puntos?

Problema 71. En la figura siguiente se muestran cuatro circulos de radio 1
dentro de un circulo més grande. ;Cuél es el 4rea de la figura sombreada?
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| Problema 72. ;Cudl es la cifra que ocupa el lugar 1997 en el desarrollo
decimal de 4/1017

Problema 73. Demuestra que si 7 es un nimero natural tal que (2n + 1) es
un cuadrado perfecto, entonces (n + 1) es suma de dos cuadrados perfectos
! consecutivos.

Problema 74. Encontrar cinco niimeros enteros positivos (distintos entre sf)
' - de manera que el residuo que resulte de dividir (1997’)2 entre cualquiera de
estos numeros sea igual a 1997.

Demostrar que més de cinco de tales enteros no pueden existir.

Problema 75. Dado un tridngulo ABC' con circuncentro O (centro de la
circunferencia circunscrita, la que pasa por sus tres vértices) y un punto P
cualquiera de la circunferencia circunscrita distinto de A, demostrar que la
interseccién de la circunferencia de didmetro AO y el segmento AP es el
punto medio de este segmento.

Problema 76. Un lado de un tridngulo es igual a un tercio de la suma de los
‘ otros dos. Demuestra que el 4ngulo opuesto al primero es el mds pequefio de
‘ ‘ los dngulos del tridngulo.

i Problema 77. En el tridngulo ABC las medianas trazadas desde B y desde
son perpendiculares entre si. Si AC' mide 15 unidades y AB mide 10, ; Cuénto
! mide BC?

Problema 78. ;Cudles niimeros de dos cifras al sumarles el nimero escrito
w con las mismas cifras pero en orden inverso dan un cuadrado perfecto?

Problema 79. Determine todas las soluciones enteras de la ecuacién:

_ L
T 1997

8|

+

Q| =

Problema 80. Encuentre todos los valores de z que satisfacen:

T+VZT =12

Problema 81. Prueba que todo cuadrado se puede cortar en 6 cuadrados,
en 7 cuadrados, en 8 cuadrados y en 11 cuadrados. Los cuadrados en los que
partas no todos tienen aue ser isuales entre si. Para cada una de las enatra
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casos, dibuja un cuadrado e indica claramente con lineas por donde harfas los
cortes.

Problema 82. Resuelva la ecuacién:

1—a:+ r 13
z 1-z 6

Problema 83. Se tienen cubitos, todos iguales, cada uno tiene 3 caras rojas
v 3 azules. Dos cubitos se pegan de tal forma que las caras que se unen sean
del mismo color (rojo con rojo, azul con azul).

a) {Cuél es el mfnimo nimero de cubitos que se deben pegar para formar
un paralelepipedo cuyas caras sean todas del mismo color?

b) ;De cudntas formas pueden estar pintados los cubitos?

c) (Se pueden acomodar 1997 cubitos tales que formen un paralelepipedo
con las caracteristicas de (a)?

Problema 84. Tenemos un tridngulo rectdngulo ABC. Sobre la hipotenusa
BC se marcan puntos D y E tales que BD = BA y EC = AC. Después se
marca un punto F en el lado AB de tal forma que BF' = BE y andlogamente
un punto G en el lado AC' de manera que GC = DC. Demuestre que los
puntos A, D, E, F y G estdn sobre una misma circunferencia.

Problema 85. Rodrigo tiene muchas piezas como las del dibujo y quiere
armar con ellas cuadrados grandes de n x n cuadritos.

;Qué caracteristica debe cumplir n para que Rodrigo sea capaz de hacer
ésto?

1

RN

Problema 86. En una cuadricula de 3 x 3 se acomodan los digitos del 1 al
9 sin repetir. Considera cada renglén como un mimero de 3 cifras, y lldmale
A a la suma de estos tres nimeros. Ahora, considera cada columna como un
ndmero de tres cifras, y lldmale B a la suma de estos tres nimeros. ;Puedes

encontrar alguna forma de acomodar los digitos del 1 al 9 de manera que
A+ B =19977

Problema 87. Sea ABC un tridgngulo y en su circunferencia circunscrita,
rancidara a+ (Y ol nuinta madin del area AR R’ el nunto medio del arco CA.
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y A" el punto medio del arco BC. Demuestra que el incentro (el punto donde
se cortan las bisectrices) del tridngulo ABC es el ortocentro (el punto donde
se cortan las alturas) del tridngulo A’B'C’.

Problema 88. Una fabrica de vidrio produjo 8,000 vasos para cumplir los
pedidos de tres distribuidores, los cuales solicitaban los articulos en cajas: el
primero en cajas de 36 vasos; el segundo en cajas de 24 vasos; y el tercero en
cajas de 20 vasos. Sabiendo que a todos deberia enviarles la misma cantidad
de vasos y ademds embarcé la mayor cantidad que pudo. ;Con cuéntos vasos
se queds el fabricante?

Examen del Concurso Nacional

Problema 89. Encuentre todos los nimeros primos positivos p tales que
8p* — 3003 también sea un primo positivo.

Problema 90. En un tridngulo ABC sean P y P’ sobre el segmento BC, Q
sobre el segmento CA y R sobre el segmento AB, de tal forma que:

AR _BP_CQ_CP
RB PC QA PB’

Sea G el centroide de ABC' y sea K el punto de interseccién de las rectas
AP’y RQ. Demostrar que los puntos P, G y K son colineales.

Problema 91. En una cuadricula de 4 x4 se van a colocar los ndimeros enteros
del 1 al 16 (uno en cada cuadrito).

(i) Pruebe que es posible colocarlos de tal manera que los nimeros que
aparezcan en cuadritos que comparten un lado tengan diferencia menor
o igual que 4.

(ii) Prueba que no es posible colocarlos de tal manera que los niimeros que
aparezcan en cuadritos que comparten un lado tengan diferencia menor
o igual que 3.

Problema 92.. Dados 3 puntos no alineados en el espacio, al tinico plano
que los contiene le llamamos plano determinado por los puntos. ;Cudl es el
minimo nimero de planos determinados por 6 puntos en el espacio si no hay
3 alineados y no estén los 6 en un mismo plano?

B
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Problema 93. Sean P, Q y R puntos sobre los lados de un tridngulo ABC
con P en el segmento BC, @ en el segmento AC' y R en el segmento BA, de
tal manera que si A’ es la interseccién de BQ con CR, B’ es la interseccién
de AP con CR, y C’ es la interseccién de AP con BQ, entonces AB’ = B'C’,
BC'=C'A' y CA' = A'B' = G'A’ = A’B’. Calcular el cociente del drea de
PQR entre el drea de ABC.

Problema 94. Probar que el mimero 1 se puede escribir de una infinidad de
maneras distintas en la forma

1 1 1
l=-+—4+..+
a

s
5 an,

donde n y ai,as, ..., &, son enteros positivos y 5 < a; < ag < ... < ap.

Examen Selectivo para la XXXVIII IMO

Problema 95. Considera un arreglo rectangular de puntos con un nimero
par de renglones y un ntimero par de columnas. Se colorean todos los puntos
de azul o rojo de forma que en cada columna haya el mismo nimero de puntos
rojos que azules y lo mismo ocurra en cada renglén. Cada vez que dos puntos
consecutivos (ambos en el mismo renglén o en la misma columna) tengan igual
color, se pinta con ese color un segmento uniéndolos. Prueba que el nimero
de segmentos rojos coincide con el nimero de segmentos azules.

Problema 96. En un cuarto en forma de cubo de arista 1, una pelota sale de
un punto Py situado en la pared delantera del cubo, rebota una vez en cada
una de las otras paredes (incluyendo techo y piso) y regresa exactamente al
punto de partida. Prueba que la longitud de la trayectoria descrita por la
pelota no depende del punto de partida y encuentra esa longitud. Prueba
también que dado P, en la pared delantera, siempre es posible encontrar una
trayectoria como la descrita arriba y determina (en funcién de Fp) en qué
orden deber4 la pelota ir tocando las paredes y la distancia de Py al primer
punto de rebote. [Nota: Se suponen condiciones ideales; la pelota viaja siempre
en lineas rectas, sin perder fuerza, y al rebotar el éngulo de incidencia coincide
con el 4nguio de reflexién*; ademés, si la pelota toca una arista (o vértice) del
cubo, se interpreta como que estd tocando simultdneamente las dos (o tres)
paredes que la forman)].

*Si I y R son las respectivas trayectorias de incidencia y de rebote en una
pared, entonces el plano que contiene a I y R es perpendicular al de la pared,
ademds I y R forman el mismo dngulo con la recta de interseccion de los dos
planos.
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Problema 97. Un conjunto no vacio S de puntos del plano cumple la pro-
piedad de que cada uno de sus puntos es circuncentro de (por lo menos) otros
tres puntos de S. Prueba que el nimero de elementos de S es por lo menos 6
y da un ejemplo de un conjunto con 6 elementos que cumpla la propiedad.

Problema 98. Sea n > 3 y sean A;, As, ...y Ay los vértices de un poligono
regular inscrito en un circulo de radio r. Para i > 2, sea d; la longitud del
segmento A; A;. Prueba que dyds...d,, = nr*!.

Problema 99. Sea AABC un tridngulo. Sean D, E y F'los respectivos puntos
sobre BC, CA y AB tales que CD = 2DB, CE = 2EA y AF = 2FB, y sea
I el punto de interseccién de BE con CF. Sea M el punto medio de AB.
Pruebe que M, I y D son colineales.

Problema 100. Considera la sucesién z, 1, Zg, ... que se forma de la siguien-
te manera: o = 0, ; = 1y, para n > 2, x,, es el menor entero mayor que
Tn—1, tal que el conjunto {zg, z1, ..., z, } no tiene tres elementos en progresién
aritmética (es decir, no existen en ese conjunto tres elementos diferentes a,b
y ¢ tales que 2b = a + ¢). Determina z1g97.

Examenes Internacionales de 1997

A continuacién presentamos (sin soluciones) los exdmenes de la XII Olim-
piada Iberoamericana, de la IX Olimpiada de la Cuenca del Pacifico y de la
XXXVIII Olimpiada Internacional celebradas en 1997.

XII Olimpiada Iberoamericana de Matemésticas

Problema 1. Sea r > 1 un niimero real que cumple la siguiente propiedad:

Para cada pareja de nimeros enteros positivos m y n, con n miltiplo de m,
se tiene que [nr] es maltiplo de [mr].

Probar que 7 es un nimero entero.
Nota: Si z es un mimero real, denotamos por [z] el mayor entero menor o
igual que =z.

Problema 2. Con centro en el incentro I de un tridngulo ABC se traza
una circunferencia que corta en dos puntos a cada uno de los tres lados del
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tringulo: al segmento BC en D'y P (siendo D el més cercano a B); al
segmento CAen E y Q (siendo E el més cercano a C), vy al segmento AB en
F y R (siendo F el més cercano a ).

Sea S el punto de interseccién de las diagonales del cuadrildtero EQFR.
Sea T el punto de interseccién de las diagonales del cuadrildtero F’ RDP. Sea
U el punto de interseccién de las diagonales del cuadrildtero DPEQ.

Demostrar que las circunferencias circunscritas a los tridngulos FRT, DPU
y EQS tienen un tnico punto comun.

Problema 3. Sean n > 2 un nimero entero y D,, €l conjunto de puntos
(z,y) del plano cuyas coordenadas son nimeros enteros con —n < & <MY
—n<y<n

(a) Se dispone de 3 colores; cada uno de los puntos de Dy, se colorea con uno
de ellps. Demostrar que sin importar c6mo se haya hecho esta coloracién,
siempre hay dos puntos de D,, del mismo color tales que la recta que los
contiene no pasa por ningtin otro punto de Dn,.

(b) Encontrar una forma de colorear los puntos de Dy, utilizando 4 colores
de manera que si una recta contiene exactamente dos puntos de Dn,
entonces esos dos puntos tienen colores distintos.

Problema 4. Sea n un entero positivo. Consideremos la suma Y1 + T2y2 +
... + ZnYn, donde los valores que pueden tomar las variables 1, Z2,..., Tn,
Y1,Y2, - - -, Un SON Unicamente 0y 1. Sea I(n) el nimero de 2n-adas

(231,.’132, vy Tny Y1, Y2, 7?Jn)

para las cuales el valor de la suma es un nimero impar y sea P(n) el nimero
de 2n -adas para las cuales la suma toma valor par. Probar que

Problema 5. En un tridéngulo ABC sean AE y BF dos alturas y sea H el
ortocentro. La recta simétrica de AE respecto de la bisectriz (interior) del
ngulo en A y la recta simétrica de BF respecto de la bisectriz (interior) del
angulo en B se intersectan en un punto O. Las rectas AE y AO cortan por
segunda vez a la circunferencia circunscrita al trisngulo ABC en los puntos
M y N, respectivamente.

Sean: P, la interseccién de BC con HN; R, la interseccién de BC con OM;
y S, la interseccién de HR con OP.
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Problema 6. Sea P = {P,, P, ...y P1gg7} un conjunto de 1997 puntos en el
interior de un circulo de radio 1, siendo P; el centro del circulo. Para cada
k=1,..,1997 sea zy la distancia de P; al punto de P mds préximo a Py y
distinto de P;. Demostrar que

24a+ .+ Traer < 9.
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IX Olimpiada de la Cuenca del Pacifico

1 1 1
Problema 1. Sea S =1+ T+ — t+..+ ——7 -
. 1+3 1+3+5 1+§-i-g+...+@§0—og
donde los denominadores son las sumas parciales de la sucesion de los recipro-
cos de los niimeros triangulares. Pruebe que S > 1001.

Problema 2. Encuentre un entero n, con 100 < n < 1997 y tal que Zlniz sea
entero.

Problema 3. Sea ABC un tridngulo inscrito en un circulo y sean

mp Me
b=1g k= A
&

My’
donde ma, M, M, son las longitudes de las bisectrices (internas) de los éngulos
del tridngulo y Mg,Mp,M. son las longitudes de las bisectrices extendidas
hasta que cortan al cfrculo. Prueba que:

la. lb lc
= > 3
sen?A * sen?B * sen?C

y que la igualdad se da sf y sélo si ABC' es equilatero.

Problema 4. El tridngulo A; A A3 tiene un angulo recto en Az. Una sucesién
de puntos se define por medio del siguiente proceso iterativo, donde n es un.
entero positivo.

Desde A, (n > 3), se traza una perpendicular que intersecta a Ap_oAn—1
en An+1.

a) Demuestre que si este proceso se continua indefinidamente, entonces uno
y sélo un punto P.es interior a cada tridngulo Ap_oAn_1An,n = 3.

b) Sean A; y As puntos fijos. Considerando todas las posibles colocaciones
de A5 en el plano, encuentre el lugar geométrico de P.
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XXXVIII Olimpiada Internacional
de Matemadticas

Problema 1. En el plano, los puntos de coordenadas enteras son los vértices
de cuadrados unitarios. Los cuadrados se colorean alternadamente de blanco
y negro (como los del tablero de ajedrez).

Para cada par de enteros positivos m y n, se considera un tridngulo rectdn-
gulo cuyos vértices tienen coordenadas enteras y cuyos catetos, de longitudes
m y n, estdn sobre los lados de los cuadrados.

Sean S el 4rea total de la regién negra del tridngulo y Sy el drea total de
su regién blanca. Sea

f(m,n) =|S1 — 52| .

(a) Calcular f(m,n) para todos los enteros positivos m y n que son, o bien
ambos pares, o bien ambos impares.

(b) Probar que f(m,n) < 1 max {m,n} para todo m y n.

(c) Demostrar que no existe ninguna constante C tal que f(m,n) < C para
todo m y n.

Problema 2. El d4ngulo A es el menor de los dngulos de! tridngulo ABC.

Los puntos B y C dividen a la circunferencia circunscrita del tridngulo en
dos arcos. Sea U un punto interior del arco BC' que no contiene a AM. Las
mediatrices de AB y AC cortan a la recta AU.en V y W, respectivamente.
Las rectas BV y CW se cortan en T. Demostrar que

AU =TB +TC.

Problema 3. Sean z1, o, ..., T, nimeros reales que verifican las condiciones:
|21+ 22+ -+ 2n| =1y |z;)| < 2L parai=1,2,...,7n.
Demostrar que existe una reordenacién (o permutacién) yi,¥2,...,Yn de
T1,T9,...,I, tal que

n+1
Iy1+2yz+---+nyn|S—2—-

Problema 4. Una matriz n X n (es decir, un tablero cuadrado de n filas y
n columnas) se rellena con nimeros del conjunto S = {1,2,...,2n — 1} . Tal
tablero se llama matriz de plata, si para cada i = 1,...,n, la i-ésima fila y la i-
ésima columna juntas contienen todos los niimeros del conjunto S. Demostrar
que:
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(a) No existe ninguna matriz de plata para n = 1997;

(b) Existen matrices de plata para infinitos valores de n.

Problema 5. Determinar todas las parejas (a,b) de enteros a > 1y b>1
que satisfacen la ecuacién

2
ab =%

Problema 6. Para cada entero positivo n, sea f(n) el mimero de formas en
que se puede representar a n Como suma de potencias de 2 con exponentes
enteros no negativos.

Las representaciones que difieren Gnicamente en el orden de sus sumandos
se consideran iguales. Por ejemplo f(4) = 4, porque 4 puede ser representado
en las cuatro siguientes formas: 4; 2 + 2; 24+1+1;1+1+14+1.

Probar que, para todo entero n > 3,

9n* /4 < f(2m) < 2V /2,



Soluciones de los Problemas

Soluciones de la 1* Etapa

Solucién al problema 1 (a). A tiene ventaja sobre B, pues A puede lograr
7 puntos de 6 maneras, 1 +6,2+5,3+4,44+3,5+2y6+1y B solamente
tiene 4 formas de lograr 5 puntos, 1+ 4,2 + 3,3+2y4+1.

Solucién al problema 2 (d). Como cada carta la puede llevar cualquiera
de los 3 mensajeros y como las cartas se envian en forma independiente, se
tiene que hay 3 -3 -3 -3 = 81 maneras diferentes de enviarlas.

Solucién al problema 3 (a). La primera fruta se la puede dar a cualquiera
de los 6 hijos, la segunda fruta a cualquiera de los restantes 5 hijos, la tercera
se puede repetir entre los 4 que no tienen, la cuarta fruta entre 3 v la quinta
entre los tltimos 2 hijos, luego hay 6-5-4-3-2 = 720 maneras de repartir las
5 frutas entre los 6 hijos.

Solucién al problema 4 (a). Observemos que 111111 = (111)(1001), luego
111 divide a 111111 y entonces el maximo comiin divisor de 111 y de 111111
es 111.

Solucién al problema 5 (d). En el rectangulo ABCD, se tiene que DX = z
y DY = 1. El tinico punto Z del segmento XY que cumple XZ = ZD, es el

punto medio, por lo que XZ = %XY = %\/DX2 + DY?2 = %,/i +1= 34@ .

A Y

D
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Solucién al problema 6 (c). El cubo tiene volumen 4 = 64 cm?, en la
primera perforacién se quita un volumen de 4cm® y en las otras dos per-
foraciones solamente se quitan 3cm3 ya que se intersectan en el centro en
las perforaciones, en un cubo de volumen 1em3. Ast el volumen final es:
64 — 4 — 3 — 3 = 5dem3.

Solucién al problema 7 (c). Puede escoger una vaca de dos maneras, por
cada eleccién de éstas puede escoger un cerdo de tres formas y por cada
eleccién de una vaca y un cerdo puede escoger la gallina de dos maneras.
Luego tendrs 2 - 3 - 2 = 12 formas de escoger los animales.

Solucién al problema 8 (c). Hay (g) = 15 maneras de sacar dos bolas
de la caja, de estas se tendran elecciones de diferente color tantas como 2 - 4
que corresponden a elegir una de dos blancas y una de 4 negras. Luego he'.ia
15 — 8 = 7 elecciones que dan bolas del mismo color.

Solucién al problema 9 (c). El prisma tiene de base y de tapa a un poligono
digamos de n lados, cada vértice del poligono de la base se une por una arista
a un vértice de la tapa, asi se generan n aristas més, asf el nimero de aristas
debe ser 3n, luego 3n = 27 nos lleva a que n = 9, es decir la base y la tapa son
poligonos de 9 lados y como estos tienen 9 vértices, el prisma tendrd 2-9 = 18
vértices.

Solucién al problema 10 (a). Buscamos un nimero 7, que cumpla:
n=6m+r y r=2m
luego n = 8m. Como 2 < r < 6, tenemos que m =16 2. Asin =386 16.

Solucién al problema 11 (c). El nimero de diagonales de un poligono de
n lados es 3£"2—_32 Luego buscamos n que cumpla:

n(n—3)
2

n=

Como n # 0, podemos cancelar n y obtener que 2 =n—3, y entonces n = 5.
Solucién al problema 12 (a). Si en un clan hay n bujos, en el estado habrs
n2 bujos y en un reino n® bujos. Luego si n® = 357911, tenemos que n = 71.
Solucién al problema 13 (b) Los rayos coinciden cada muiltiplo comin de

16,45 y 140, por lo que el siguiente momento que coinciden es cuando se de
el minimo comun muiltiplo de los tres nimeros.
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Como 16 = 2%, 45 = 3% .5, 140 = 22 -5 - 7, el minimo comiin muiltiplo es
24.32.5.7 = 5040.

Solucién al problema 14 (a).

DRSS
S<SS<S<SS<<<
vl T TSI R
TRN<eSN<d<gy
DI YR
SN<SSSN<wRoIS
TN YYD D
SIS <S<<<
DN D Y
SIS

Solucién al problema 15 (d). Como 1! =1, 1! + 2! = 3, 1+214+3 =9,
U421 4+314+41 =33, 11+ 2! +31 + 4! +-5! = 153, y como n! siempre termina en
cero cuando n > 5, todos los nimeros 1! + - - - + n! terminardn en 3 si n > 5.
Luego la pareja solucién donde ambos no terminan en 3, es {1,3}.

Solucién al problema 16 (b). En la primera ronda se jugaron 512 partidos,

quedando 512 jugadores en el torneo, en la segunda se jugaron 312 = 256

2
partidos en la tercera, 22@ = 128, en la cuarta, % = 64, en la quinta, & — 32,

12
luego 16,8,4,2 y la final. En total se jugaron

1424224 +2°=221 910 _ 11024 1 = 1023 partidos.

Solucién al problema 17 (c). Por ser mexicanos por cada 100 pesos del
precio original deberdn pagar 90 y por ser estudiantes a estos 90 pesos habrg
que descontar el 20% de estos 90 pesos. Como (90)(.20) = 18, los estudiantes
mexicanos tendrén que pagar 90—18 = 72. Luego al final tendrén un descuento
del 28%.

Solucién al problema 18 (b). Como el segmento BC es también una dia-
gonal de una cara, tenemos que el tridngulo ABC es equildtero, luego sus
dngulos son todos iguales a 60°.




30 Soluciones

Solucién al problema 19 (d). Si el nimero tiene tres cifras diferentes de
cero, las cifras son: {1,1,5}, {1,2,4}, {1,3,3}, {2,2,3}.

La primera, la tercera y la cuarta forma dan 3 formas de arreglarse para dar
un niimero de tres cifras, por ejemplo en la primera 115,151, 511. La segunda
contribuye con 6 nimeros.

Si el ntimero tiene dos cifras diferentes de cero y una cero, tenemos que las
cifras son {1,6}, {2,5}, {3,4} y por cada conjunto se forman 6 nimeros.

Si el nimero tiene una sola cifra diferente de cero tenemos en este caso tres
posibles nimeros 7,70 y 700.

Luego en total hay 15+ 18 +3 = 36 nimeros menores que 1000 cuyas cifras
suman 7.

Solucién al problema 20 (c). Considere un vértice V' de un poligono y
tracemos una linea que corte a los lados adyacentes del vérticeen U y W.

v

Con una operacién de esta forma, el vértice V' se transforma en dos vértices
U y W y se crea un nuevo segmento UW.

Si partimos de un hexdgono, con el tridngulo se pueden hacer a lo més 3
cortes alrededor de 3 vértices del hexdgono, cada corte aumentars un vértice
y un lado luego tendremos al final un poligono con 9 vértices y 9 lados.

Solucién al problema 21 (b). Como la suma de los dngulos interiores de un
tridngulo es 180°, si los d4ngulos son 20a, 20b y 20c con a, b, ¢ enteros positivos,
debemos tener que: :
20a + 20b + 20c = 180

por lo que a + b+ ¢ =9 y solamente hay 7 maneras esencialmente diferentes
de escribir al 9 de esta forma

9=1+147=14246=1+3+5=1+4+4=24245=2+3+4=3+3+3.

Solucién al problema 22 (a). Nimeros entre 0 y 1000 que sean divisibles
entre 2 hay [1—02@] = 500, donde [z] es la parte entera de z. Divisibles entre
3, hay [1%9—0] = 333, luego divisibles entre 2 6 3 hay (500 + 333) menos los
que sean muiiltiplos de 6, ya que estos se han contado dos veces y de estos hay
[1—06@] — 166. También debemos quitar los multiplos de 5, que ya se tengan
contados, estos serdn los multiplos de 10, los miltiplos de 15 y cuidar de no
quitar dos veces un nimero como serfan los mitiplos de 30. Muiltiplos de 10,
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hay [1380] = 100, los multiplos de 15, son [49%°] = 66 y multiplos de 30 son
10007 _
[*5°] = 3.
El nimero buscado es:

500 + 333 — 166 — 100 — 66 + 33 = 534.

Solucién al problema 23 (). Numeros con cuatro digitos distintos que se
formen con 1,2,3 y 4 hay 4! = 24. Para sumar estos 24 nimeros, tomemos
uno de ellos digamos abed y asignemos otro a’b/c'd’ , de manera que a + o’ =
b+t =c+c =d+d =5 es decir la suma de estos dos es 5555 y entonces

@(2_4) — 66660.

Solucién al problema 24 (a).

la suma de todos es:

THTT+ o+ 7.7 = T(A4+11 4. +11..1)
- §@+99+m+9m9)

= Z(10 +10% + ... + 10997 — 1997)
9

= g(l +10+ ... 4+ 10997 — 1998)
7 (101998 =1

9\ 10-1

9 — 1998)

7 (10998 —9.1998 — 1
9 9

= 571_ (10198 — 9. 1997 — 10)

Solucién al problema 25(b). Veamos primero que 7 divide a 211 4312 4 414
Como 2° = 1(mod 7) y 3% = 1(mod 7), tenemos que:

2" =(2%)°.22 = 22(mod7)
32=(3%)" = 1(mod7)
M4=2%=(2%°.2 = 2(mod7)

=20 437 44 =44 142 = 0(mod7)

Ninguno de los nimeros 6,8 y 9 divide a 21! + 312 4 414, En efecto 6 u
8 no lo dividen pues 2! + 312 4 414 65 impar. Y como 2% = —1(mod9) v
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3?2 = 0(mod 9) tenemos que, 2!! = —4(mod9), 414 = 22 = —2(mod9) y por
tanto 211 + 312 4 414 = —6(mod 9), luego 9 no lo divide.

Solucién al problema 26 (b). Primero observemos que para n > 10, el

nimero n! es divisible entre 100, ya que tiene como factores a 10,5 y 2. Por

lo que sélo deberemos determinar los dos tltimos digitos de 1! 4 2! + ... + 9!.
Tomando congruencias médulo 100, tenemos que:

1! =1 4 = 24 7 = 40
21 = 9 5 = 20 8 = 20
3 = 6 6! = 20 9! = 80

luego 1! +2!+... +9! =1+ 246424420+ 20+ 40+ 20+ 80 = 13 (mod 100).

Solucién al problema 27 (c). Los tridngulos AAPI y AAQI son congruen-
tes, tienen un lado comiin Al y dos dngulos iguales o y 30°. Luego AP = AQ
y asf el AAPQ es isésceles, por lo que

180° — 20 2a+2B +2y —2a
2 a 2

ZQPA=/PQA= — B+,

Solucién al problema 28 (b). Primero observemos que los centros de las
circunferencias son colineales con G. Luego tenemos una situacién como en la
siguiente figura:

l

Por semejanza de tridngulos GX = %, luego la distancia de G a [ es % ;

Solucién al problema 29 (a). La ecuacién: m™ + m™t! + mn*2 = 39, se
puede reescribir como: m™ (1+m +m?) = 3 - 13, de donde n = 1, pues el
lado derecho no tiene ninguna potencia mayor que 1, luego n™ = 1™ = 1. No

B S > P )
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Solucién al problema 30 (c). Hay tres tipos de tridngulos posibles con
drea 1em?, y son salvo rotaciones.

Del primer tipo hay 8, uno por cada lado y uno por cada punto medio de
un lado.

Del segundo son 16, dos por cada segmento de longitud 1 de la orilla.
Del tercero hay 8, uno por cada segmento de longitud 1 de la orilla.

Solucién al problema 31 (a).

a? + b2 4dab
>
ab a2+ 52 ~

4

+

& (a?+2)" + 4022 > dab (a2 + 1)

& (a?+b%)" — dab (a2 + b2) + 40282 > 0
& ((a®+?) —2ab)* > 0

& (a—b*>0

Solucién al problema 32 (b). Sea Y tal que XY sea didmetro entonces
LCXY = %ZCOY = g y como ZCXA = ZCBA = o, tenemos que

LAXY = L/CXY — JOXA = % —a.

Solucién al problema 33 (c). Como a* — b* = (a® +b?) (a2 - b?), tenemos
que a® — b2 divide a a* — b2, luego (a* — b, a2 — B?) =a® — 12,

Solucién al problema 34 (c). Como 1997 = 1(mod 4), se tiene que los
digitos de los lugares 1997 y 1998 son los dos primeros nimeros 1997 6 7991.
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Ahora como 1997 = 4-499 + 1, debemos determinar que nimero de a = 1997
6 b= 7991 se coloca en el lugar 500, en el siguiente acomodo:

abaabbaaabbb....

Las colecciones de a’s, inician en los lugares:

1,3,7,13,...,1+n(n+1),... y se colocan n + 1 letras a’s, después n + 1 letras
b's. Tomando n = 21, tenemos que en el lugar 1+ 21 -22 = 463, se coloca una
a y después de ésta, otras 21 letras a, luego en el lugar 463 + 21 = 484 hay
una letra a y del lugar 485 al 506 se colocan letras b, asf en el lugar 500 hay
una letra b = 7991 y los niimeros que pide el problema son 7 y 9.

Solucién al problema 35 (b). Si A es el drea del tridngulo, tenemos que
A= % donde A es el dngulo opuesto al lado a. Como 1 < b < ¢ < 2,

A= b—CSSLA < iif%’ﬁ, pero esta érea es igual a $1/16 — a? pues la altura del
tridngulo isésceles de base a y lados iguales 2 es @. Ahora como a?—1 <0
tenemos que 15(a? — 1) < a?(a® — 1) de donde av/16 — a? < V15, luego la
drea maxima es @.

Solucién al problema 36 (c). Observe que los tridngulos AAPQ y APRB
son rectangulos e isésceles pues los dngulos en A y B son de 45°. Luego
AQ = QP y PR = RB. Ademss como OQPR es un rectdngulo, se tiene que
OR = PQ, por lo que:

PQ+PR=OR+RB=%DB=%(4\/§) =932
A = B
Q R
o)
D C

Solucién al problema 37 (b). Consideremos un segmento AB de longitud
10 y tracemos una linea [ por A que forme con AB un édngulo de 30°.

Si D es el pie de la perpendicular de B a [, tenemos que % = send0° = %)E
por lo que DB = 5.

30

10
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A la izquierda de D y entre A y D, solamente podremos encontrar puntos
que estén a distancia 7 y 9 de B y a la derecha de D habra a distancias 7,9
y 11. Luego tendremos 5 posibles tridngulos todos diferentes.
Solucién al problema 38 (a).

167+1 4 gda+d _ (24)m+1 42434 — gatd | gdatd _ 9 gdots _ gdut5
Solucién al problema 39 (d).
o' +82% + 162 +10 = 2” (¢ + 82— 2) + 2 (2> + 8z — 2) + 14 = 14.

Solucién al problema 40 (c). El ntimero 720 se descompone como producto
de primos en la forma: 720 = 24 .32 . 5. Luego la suma de sus divisores es,
(1+2+22+2°4+24) (14+3+3%) (1+5)=31-13 -6 = 2418.

Y el nimero de divisores es: (4 +1)(2+1)(1+1)=5-3-2 = 30.

Solucién al problema 41 (c). Primero observemos que:

20 +4n+18  (2n4+2)(n+1) 16
3n+3 N 3(n+1) 3(n+1)
2n+2+ 16
3. 3(n+1)

entonces para que tengamos esperanza de que sea entero debemos tener que
n + 1 debe dividir a 16, luego sélo hay que analizar los casos n = 1,3,7,15.

2n+2 16
" 438+3(n+1)
oA ek
3 §6+§2=4
7 ?2+§=6
15| S 45=11

asf hay 4 tnicos valores en que el cociente es entero.

Solucién al problema 42 (a). Las diagonales del rombo, lo dividen en
4 tridngulos rectdngulos de lados 3,4 y 5. El 4drea del tridngulo rectdngulo

AAOB, se puede calcular de dos maneras, una es % =6 y la otra como %—',

luego r = 15—2 y por lo que el srea del circulo es 7 (%)2
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A

/X,

Solucién al problema 43 (d). Siay bson las raices de z2 + 7z + 15 = 0,
entonces como 22 + 7z + 15 = (z — a) (z — b) = 2 — (a + b) = + ab, tenemos
que: a+b= -7y ab=15.

Luego a2 + b2 +12ab = (a +b)? + 10ab = (=7)% +10- 15 = 49 4 150 = 199.

Solucién al problema 44 (c). Observemos primero que el drea de un tridn-
gulo ABC es igual a (ABC) = ﬂ'is—;’ﬁ, donde a y b son los lados adyacentes
a un 4ngulo C. Aqui (ABC) denota el drea de un tridngulo. Luego:

(PQR) = (ABC)-(ARQ) - (BPR)—(CQP)

_ senzGO (1,1_QA.AR—RB-BP—PC‘CQ)
_ V(11 21 31
- 2 23 3 4 42
_ V(118
- 4 6 6 8
_ V(1) _TV3
T4 \24 96

c

Q
P
A 5 B

Solucién al problema 45 (b). Como /APB+ Z/DPC = 90°, tenemos que
los tridngulos ABP y PCD son semejantes, luego BP - PC =CD - AB =60
y como BD + PC = 16, tenemos que: BP=10y PC=60bien BP=6y
PC =10.

En el primer caso; AP = /5% +10% = 5v5y PD =122 462 = 6v5 y el
srea del AAPD es 3—%'§ = 75.

En el segundo caso: AP = /52 +6% = V6l y PD = /122 +10% = 2161,
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Nota: El problema formalmente tiene dos soluciones 75 y 61.

16

D 12

Solucién al problema 46 (d).

-

(i) En esta figura se encuentran 24 cuadrados 9 pequefios que diremos de
tamaflo 0, 10 de tamaifio 1, 4 de tamaiio 2 y el cuadrado grande de 3 x 3.

(i) En cada figura de la forma

hay 4 rectdngulos de la forma

formados por dos cuadritos de tamafio 0, luego en la figura completa
hay 8 de tales rectdngulos.

(iil) Rectédngulos de tamafio 1 X 2 hay 2 en cada fila y 2 en cada renglén,
luego en total de estos hay 12.

(iv) Rectdngulos de tamafio 1 x 3 hay uno por fila y uno por columna, en la
figura total hay 6.

(v) Rectdngulos de tamafio 2 x 3 hay 4.
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(vi) Finalmente en la primera columna y en la tercera fila hay rectdngulos
que se forman con dos cuadrados de tamafio cero, junto con uno o dos
de tamano 1, en total hay 4 de estos.

Luego sumando todas las cuentas parciales tenemos que hay en total: 24 +
8+ 12+ 6 + 4 + 4 = 58 rectdngulos.

Solucién al problema 47 (c). Si u = 22 + z, tenemos que la ecuacién
que estamos considerando se reduce a (u — 1) (u —2) = 4, y esta dltima a
(u—2)(u+3) =0, u =2 nos lleva a las soluciones z = 1, z = -2 y
u = 22 4+ z = —3 no tiene soluciones reales.

Solucién al problema 48 (a). En el tridngulo rectdngulo APOT, se tiene

que PO = 4 y PT = 2/3, luego el 4rea sombreada es 4rea del cuadrildtero
OTPT'" — % area del circulo =

2-2\/5—%71’-4:4\/5—%71'

<

Solucién al problema 49 (b).

(1100101), = 1+4+22+4+254+20=1+4+2.4%24+4%=(1211),
(1100101); = 1+3>+3°+3=1+14+2-4+3-1+3-42+3-43+
1+2-4+424+3-434+2-4*=
= 24444243 431344
= {33112),
Luego (1100101)2 + (1100101), = (1211), + (33112), = (100323), .

Solucién al problema 50 (d). Los puntos de interseccién de las bisectrices
solamente se pueden dar dentro de las caras del tetraedro. Una bisectriz de
una cara tiene sélo tres puntos de interseccién, el vértice de donde sale la
bisectriz, el incentro de la cara donde est4 la bisectriz y el punto medio de la
arista opuesta al que llega la bisectriz. Vértices hay 4, incentros hay 4 (uno
por cada cara) y puntos medios de aristas hay 6, luego hay 4 +4+6 = 14
puntos de interseccién.
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Soluciones de la 2 Etapa

Solucién al problema 51. Sean M, N, L los puntos de tangencia del incirculo
con los lados del AABC. Asf tenemos que AL = AN = z, CN = CM = Y,
BL =BM = z.

Sea OP la tangente al incfrculo en T paralela a BC' y sean r = PN ,
s = OL; como OP = 2 entonces s + r = 2. Es claro que AAOP y AABC

son semejantes, luego %% = %}c—; = -g—g, y entonces =2 = = ﬁ;, de
donde z — s = %:_%;2, z—r= 3(;%"’2. Como 2z + 2y + 2z = 18 tenemos que

z +y =9 — z, sumando las dos ecuaciones anteriores y sustituyendo z + Y,
obtenemos la ecuacién 22 — 92418 = 0, la cual tiene soluciones z = 6 yz=3,
por lo que tenemos dos soluciones para BC, que son BC = 3 6 BC = 6.

8

Solucién al problema 52. Los tridngulos AORP y AO;SP son semejantes
con razén de semejanza 2, luego OP = 2P0,, como OO; = 120, tenemos que
OP = 80, PO; = 40, de esta forma cosa = % y entonces a = 60°. De donde

RP = 80 senf0° = 40 - v/3 y PS = 40 sen60° = 20 - v/3.
Luego la longitud total de la banda es

440 + 4720 + 2 (20v/3 + 40+/3)

= 1807 4 8071 120y/3 = 807 +120V/3 .

Solucién al problema 53. Sip|5n+1yp | 3n + 2 entonces p divide a
5(3n +2) —3(5n+ 1) = 7, luego p = 7 ya que p es primo.

También p | 2(3n+2)—(5n+1) =n+3 y como p = 7 entonces p | n+3+7 =
n + 10.
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Solucién al problema 54. Como queremos obtener la suma méxima, debe-
mos sumar los nimeros grandes la mayor cantidad de veces. Siendo el 9 el
més grande deberd colocarse en la casilla central, en seguida se colocan los
nimeros 8,7, 6,5 alrededor del 9, como se muestra:

5
819|6
7

Para colocar el 4, notamos que donde aporta més a la suma es entre el 8y
el 7; asf sucesivamente se colocan los restantes resultando el acomodo como:

215|1
81916
41713

Luego la suma méxima es 134.

Solucién al problema 55. Vamos a ver que 10 €5 posible. Supongamos que
si, luego para alguna permutacién 1,2, -, £100 de los ntmeros del 1 al 100
debemos tener que

1+ 22+ T TR = 169 + Tx+1 + ... + T100

Luego si en la suma de la izquierda hay un nimero par de impares entonces
x1 + o + ... + Tk €8 par, asf en Tr41, .-, T100 hay un ntimero par de impares
mé&s 169 otro impar tenemos que la suma de la derecha es impar lo cual es
imposible

De la misma forma si en la suma de la izquierda hay un nimero impar de
impares la suma es impar mientras que en la derecha deber4 haber un nimero
par de impares (incluyendo a 169) por lo que la suma de la derecha deberd
ser par lo cual también es imposible.

Solucién al problema 56.

Al escribir los ntimeros del 1 al 9 se utilizan 9 digitos,

Al escribir los nimeros del 10 al 99 se utilizan 90 - 2 digitos,

Al escribir los nimeros del 100 al 999 se utilizan 900 - 3 digitos,

Al escribir los nimeros del 1000 al 1997 se utilizan 998 - 4 digitos,

Asf el numero de digitos utilizados para escribir M es 6381, y el digito
buscado es el 3441 contando desde el 1. Analizando el nimero de digitos
utilizados se obtiene que el lugar 3441 corresponde a un 7 que forma parte
del nimero 1137; ya que del 1 al 999 se utilizan 2889 digitos, del 1000 al 1099
otros 400, del 1100 al 1129 otros 120, es decir 2889 + 400 + 120 = 3409, por

1 mmn £altan 29 diitos. es decir 8 nimeros més de cuatro cifras, para llegar
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Solucién al problema 57. Si 1 < a < b < 1000; sea T la suma de todas las

fracciones a/b entonces
1000
T = Y A+2+..4+2)= Z oltl) - Z s
n=1
= 500+ §{1000)1001) _ 509 (—9- +1) = 500 (1993) = 250 - 1003.
Solucién al problema 58. Podemos escribir b en notacién decimal como
b= arl0* +ar_110*"1 + ... 4+ a;10 + ag, luego escribir a seguido de b equivale

a considerar: al0¥*! 4 b, como a y b son muiltiplos de n, obtenemos que esta
suma es también un multiplo de n.

Soluc16n al problema 59. Por el Teorema de Plté,goras se tlene que:

(z+1)°—b2 = (z—1)°—a2, luego b2 —a? = (z + 1)’ = (z — 1)® = 2z-2 = 4z,
y entonces (b — a) (b+ a) = 4z pero a + b = z, por lo tanto b — a = 4.

z-1 z+1

Solucién al problema 60.

Por la desigualdad del tridngulo tenemos que

my < a3 tag
ms < az+tas
m; < az+ayg
my < agtas
m3 < as+ap

luego mi +m2+m3+m4+m5 < 2(a1+a2+a3+a,4+a5) por lo que

Emz<): a;.

1—1 i=1
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Nuevamente por la desigualdad del tridngulo tenemos que

a; < ng+mnyg
az < ng+ng
ag < ng+ns
ay < mng+ng
as < ng+ng

5 9 9 5
entonces ) a; <Y n;,y el resultado se sigue observando que: Y n; <30 my.

=1 i=0 =0 i=1
Solucién al problema 61. Analicemos las potencias de 1997 médulo 10.
1997 = 7(mod 10), 1997% = 9(mod 10), 1997° = 3(mod 10), 1997* = 1(mod 10)
entonces 1997***1 = 7(mod 10), 19974*+2 = 9(mod 10), 19974+3 = 3(mod 10)
y 1997* = 1(mod 10). Como se estan tomando potencias impares, estas po-
tencias son congruentes a 7 6 a 3 (mod 10), asf a; = 7, az = 7+3 = 0(mod 10),
a3 =7+3+7=T7(mod 10), ay = 7+3+7+3 = 0(mod 10), luego del compor-
tamiento de los a;, el digito de las unidades de 1997 + ... + 1997%~1 es como
sigue:
agr =0 para k € Ny agg—1 = 7; como 2-999 — 1 = 1997 tenemos que
999 999

a1 +as +as + ... + ajggr ZZ a1 :Z 7=1999 -7 = 6993.
=1 - j=1

Solucién al problema 62. Ordenemos los 1997 niimeros de menor a mayor

es decir a; < ag < ... < ajgg97. Como aj + ag + ... + a1 > 0 entonces ay; > 0
1997 11 1997

luego a; > 0, para j > 12, por tanto 3 a; => a;+ Y a;>0.
i=1 i=1 j=12

Solucién al problema 63. Tracemos las perpendiculares desde O hasta las
diagonales BD y AC y llame a las proyecciones P y @ respectivamente. Sea

O’ la interseccién de las diagonales entonces
(AOCB) = “Z(0Q+0'B) = 4C. Bp = AC . BD _ AC:BD _ 1(ABCD)
(OCDA) = (ACD) — (A0C) = 42 . 0'D — AC . 0Q = 4C (0'D ~ 0Q)

=42 DP=42.BD _ ACBD luego (AOCB) = (OCDA) = L(ABCD).
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Solucién al problema 64. Notemos que 666...6 = 2- (33...3),

666 veces

666 veces
luego (66...6) (33...3) =2 (33...3)?
——— N — S———r
666 veces 666 veces 666 veces
665 veces
—
2__
Pero (333...3)°=999...9 + 999...90 +...+ 999...9 00...0
666 veces 0066 veces 666 veces 666 veces

= 111...10 888...8 9, por lo que 2- (33...3)2 = 222...2177...78 .

665 veces 665 veces 666 veces 065 veces 665 veces
Solucién al problema 65. Sabemos que 0 < p < ¢ < r, si suponemos
que al terminar el juego hubo ¢ reparticiones, con ¢t > 3 se debe tener que
t(p+gq+r) = 39 de donde ¢ puede ser 36 13. Sit = 13 entonces p =g =r = 1,
lo cual es absurdo por lo que t =3 y p+ g +r = 13. Como B se quedd con 10
y en su ultima ronda le tocé r entonces 7 < 8. Como A se quedé con 20 y en
la tltima ronda no le tocé r, debemos tener que r > 7. Luego las posibilidades
que tenemos son:

plafr
1473
2138
1[5]7
21447

Las posibilidades (2,3,8), (2,4,7) y (1,5, 7) quedan descartadas pues ninguna
combinacién me da las 20 con las que se quedé A.
Luego )

»hOOOO&
oo| =] | tyy
l'—'rbklk()

[SH RS B

Por lo que a C le tocaron ¢ en la primera ronda.

Solucién al problema 66. Veremos que es imposible llegar a un arreglo
donde los camaleones sean todos del mismo color. Usaremos congruencias
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médulo 3. Primero observemos que las cantidades de camaleones de cada
color son congruentes médulo 3 a —1, 0 y 1 respectivamente.

Ahora observemos que la operacién de restar (o aumentar) dos camaleones
a un grupo y aumentar (o restar) un camaleén a cada uno de los otros dos
grupos, da grupos que en cantidad son congruentes a —1, 0 y 1 en algiin orden,
es decir cualquiera de las operaciones nos da como resultado tres grupos que
dan los tres residuos posibles. Luego operaciones de este estilo nunca podrén
llevar a grupos que sean congruentes médulo 3 a 0, 0 y 0.

Solucién al problema 67.

Sea T el segundo punto de interseccién de las circunferencias. Como el
cuadrildtero BT K P es ciclico, /ZKTB + /BPK — 180°.

También, por ser ciclico el cuadrilstero K- TQD, L/DTK = /DQK.

Por otro lado como PQ es una transversal que corta a las paralelas AB y
CD, se tiene que: /BPK = ZDQK.

Con estas tres igualdades, tenemos que: ZKTB + ZDTK = 180°, por lo
que B, T'y D son colineales y entonces T esta sobre la diagonal BD.

Solucién al problema 68. Como los dngulos del hexdgono son iguales,
este dngulo vale 120°, luego si prolongamos lados alternados del hexsgono
al intersectarse obtenemos un tridngulo equildtero .

Sean a,b,c,d, e, f los lados del hexdgono como se muestra en la figura en-
toncesa+b+c+d+e+ f=21ysiles el lado del tridngulo equildtero
formado entonces [ = a+b+c=c+d+e = e+ f+a de donde obtenemos que
l=214+a+c+e asfl=T7+ &gﬂ Pero el valor més chico de a + ¢ + ¢ es
2 cuando la terna (a, c, e) toma los valores 1,2,3 y el més grande es 5 cuando
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toma los valores 4, 5,6. Los valores 3 y 4 los toma tdnicamente en las ternas
que se indica en la siguiente tabla:

(1,2,3)
1,2,6)
(1,3,5)
(2,3,4)
(3,4,5)
4 |(@,5,6)
(2,4,6)
5 | (4,5,6)

.%2 (a1 c’ e)
2
3

En el caso de ﬁgﬁ = 2, obtenemos el hexdgono tomando a = 1, ¢ = 2 y
e=3, entonces b=6,d =4y f = 5. (Observe que no importa el orden en
que se tomen los nimeros 1, 2, 3 para la terna (a, c, e) pues el hexdgono es el
mismo). Para el siguiente caso donde ! = 10 la tinica terna posible es (1,3,5),
pues por ejemplo la terna (1,2,6) es imposible ya que para formar el tridngulo
de lado 10, en el lado donde aparece 1 ¥ 2 necesitarfamos un segmento de
entre b,d, f de medida 7 lo cual es imposible. De la misma forma para el caso
I =11 sélo es posible formar un tridngulo con la terna (2,4,6) y finalmente
para [ = 12 obtenemos otro tridngulo posible. Asf hemos encontrado cuatro
hexdgonos posibles con esas caracterfsticas. Las dreas posibles son dos como
se ve en el siguiente esquema, recuerde que el drea de un tridngulo equildtero
de lado [ es ’2“’;600 ;» luego el drea del hexdgono es £¢280° (12 — (g2 4 ¢2 4 ¢2));

afete | ]| 4rea
2 |9 | Ber
3 |10 65
4 11 | ¥365
5 |12 e

Solucién al problema 69. Paco resuelve los problemas n = 0(mod4),n > 4,
Luis resuelve los problemas n = 2(mod 5), con 2 < n < 1997.

Resolviendo el sistema de congruencias n = 0(mod 4), n = 2(mod 5), obte-
nemos que n = 4k, luego 4k = 2(mod 5) es decir k = 5ny + 3, y n = 4k
= 20n1 412, como 2 < n < 1997, debemos tener que 0 < n; <99 y por tanto
hay 100 soluciones posibles.

Solucién al problema 70. Hay 8 rectas en cada cara y son 6 caras, tomando
el centro del cubo y dos centros de las caras opuestas tenemos otras 3 rectas.
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Con el centro del cubo y los vértices opuestos se pueden formar otras 4 rectas.
Con el centro del cubo y puntos medios de aristas opuestas tenemos otras 6
rectas.

Asi el total de rectas que pasan por 3 puntos de los 27 considerados son
6-8+6+4+3=561.

Solucién al problema 71. Con los centros de los circulos de radio 1 for-
mamos un cuadrado de lado 2, luego la diagonal mide 2/2, por lo que el
radio de la circunferencia grande es 1+ /2, asf su 4rea es (1+ \/5)2 El 4rea
del cuadrado es 4, por lo que el drea de la regién sombreada en el cuadrado
formado por los centros es 4 — .

Asf el drea pedida es

7r(1+\/§)2—47r—(4——7r) P 7r(1+\/§)2—4+7r

4

4
47 + 2421 — 4
4
V2

= 7—14—7

= <§+1 =1,

Solucién al problema 72. Al realizar la divisién vemos que 1;(4)1 = (.003960,

como 1995 = 4(498) + 3, tenemos que el lugar 1997 lo ocupa el 6.

Solucién al problema 73. Sabemos que 2n+1 = k2, como & debe ser impar,
supongamos que k = 2j—1. Luego 2n+1 = (25 —1)2? = 4j2—4j+1 y entonces
2n = 442 — 45 por lo que n = 22 — 2j y finalmente

n+1=22 -2 +1=32+ (2-2+1) =+ (j - 1)>.

Solucién al problema 74. Sea t un nimero que cumple la condicién, luego
existe ¢ entero tal que 1997% = gt + 1997 de donde gt = 19972 — 1997 =
1997(1997 — 1) = 1997(1996) = 22 - 499 - 1997 luego q, t dividen a 1997(1996).

B
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Ademids 1997 < t por lo que t = 2 - 1997, 4 - 1997, 499 - 1997, 2 - 499 - 1997,
4 -499 - 1997 y son los tinicos cinco nimeros que cumplen la condicién.

Solucién al problema 75. Sea D el punto de interseccién del circulo con
didmetro AO y AP, luego AAOD y AAQP son tridngulos rectdngulos por ser
AO y AQ didgmetros de sus respectivos circuncirculos y con un dngulo comin,
luego son semejantes en razén 1 : 2, por tanto AD = DP.

Solucién al problema 76. Sia,by cson los lados del tridngulo y sia = %’—c,
veamos que a < by a < ¢, con esto bastaria, pues a lados menores se oponen
angulos menores.

Si por ejemplo a > b, entonces como 3a = b+ ¢, tendrfamos que ¢ > 2a, por
otro lado b < a implica que a + b < 2a y como 2a < ¢ tendrfamos a + b < c,
lo cual no puede ser por el hecho de que un lado del tridngulo es menor que

la suma de los otros dos.

Solucién al problema 77. Sea G el gravicentro del AABC, es decir G es
la interseccién de las medianas. Llamemos z = GL, como CG = 2GL = 2z,
se sigue del Teorema de Pitdgoras que BG = v/25 — 22, como BG = 2GN,
tenemos que GN = 3@%? De nuevo por Pitdgoras aplicado al AGCN,
llegamos a que

25 —z2 225
4z? ==
Tty 4
luego 1522 = 200 y entonces z = 23%.

2
Otra vez por Pitdgoras: BC? = (4\/%[)) + (25 = %) = % = 65, por tanto

BC = /65.

Solucién al problema 78. Cuando sumamos un nimero de dos cifras y el
nimero escrito con las mismas cifras en orden inverso, la suma es un nimero
de tres o de dos digitos, en este tltimo caso los digitos son iguales. Como
ningun cuadrado perfecto menor que 100 tiene dos cifras iguales, debemos
buscar en sumas que sean mayores que 100.

En este tipo de sumas si el digito de las unidades es t, entonces el digito de
las decenas es t + 1, por lo que el tinico cuadrado al que podemos llegar es a
121 y las soluciones son 29, 38,47, 56, 65, 74, 83, 92.
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Solucién al problema 79. Claramente z — y = 2-1997 es solucién, ademss

como i = n%H + n(++1) otra solucién es z = 1998, y = 1997 - 1998 y por

n
simetria también es solucién z = 1997 - 1998, y = 1998.

Como (z + y)1997 = zy entonces 1997 | zy, pero 1997 es primo, luego
1997 | z 6 1997 | y. Supongamos que 1997 | = entonces z = 1997n para algiin
n entero, luego oo— +% = 1955 % = 18575, entonces n.— 1 | 1997 - y como
n, n — 1 son primos relativos entonces n — 1 | 1997 de donde n = 1998, por lo
cual da la solucién z = 1997 - 1998, y = 1998 6 n —1 = 1 de donde n — 2 y
T =2-1997 = y. El caso 1997 | y es andlogo, asf las tnicas soluciones son las

senaladas inicialmente.

Solucién al problema 80. Si \/z + VZ = /2, entonces z + VT = 2, luego
vV« =2—2z por lo que z < 2. Elevando al cuadrado llegamos a z = 4 — 4z + 2.2
de donde z? — 5x 44 = 0, que tiene por solucionesaz =46z = 1 pero como
z < 2 entonces = = 1 es la unica solucién.

Solucién al problema 81. Para n = 6,n=7,n=8n=11.

] ]
} [
Solucién al problema 82. Hagamos y= I‘TZ entonces 1%’” +y/ 7 = 1—6?!

-z

; 1_ 13 1 _ 169 -
se convierte en , /y+ \/; = %, luegoy+2+ ¥ = 736 » bara obtener la ecuacién

97 972
g —4 -
2_ 97 _ 36TY 367 97 4 V/(O7T=T2)(97+72) _ 97 | 5.13
35 Y+ 1 =0 entonces y = =5+ ? =T == h

luego y = 2, y = £ de donde las soluciones son z — Hyr=2.

P

Solucién al problema 83.

(a) Se necesitan pegar como mfnimo 8. El paralelepipedo tiene 8 esquinas
y un cubito puede en principio contribuir para el sélido con 1,2 6 4 es-
quinas del paralelepfpedo. Un cubito no puede contribuir con 2 esquinas
del paralelepipedo, pues si A y B son las esquinas, los lados alrededor de
Ay B deberén ser del mismo color. Luego el cubito deberia tener 4 caras
de un mismo color. Tampoco puede contribuir con 4 esquinas, tendrfa
el cubito que tener 5 caras del mismo color. Luego cada cubito puede
contribuir con una esquina del paralelepipedo. Por lo que son necesarios
al menos 8 cubitos, el siguiente ejemplo muestra que 8 es éptimo.
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P4
R R R
R | Rr|B
R
R|R|B

(b) Hay 2 tipos de cubitos uno donde alrededor de un vértice hay tres caras
de un mismo color digamos rojos y las otras tres caras azules.

El otro tipo de cubito tiene la base, la tapa y la cara de enfrente de un
color digamos rojas y las otras tres caras azules.

R R

L3

(c) No es posible. Como 1997 es primo, la tnica posibilidad de acomodar los
1997 cubitos para formar un paralelepipedo es que estén todos alineados,
en cuyo caso las caras del paralelepfpedo serén monocromsticas si todos
los cubitos tienen 4 6 5 caras del mismo color lo que es imposible.

Solucién al problema 84. Como BD = BA y BE = BF entonces DE =
AF 'y de la misma manera DE = AG. Ademss EF | ADy DG || AE. Luego
A,D,E, F son ciclicos de la misma forma se ve que G, D, E, A son ciclicos,
luego G, D, E, F, A estén sobre la misma circunferencia.

o

B ’p
>
’b
“
F

Solucién al problema 85. Para n = 4k es posible, pues basta ver que cada
cuadrado de 4 x 4 se puede cubrir, una manera de cubrir el de 4 x 4 es la
siguiente

C

A B
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]

0]
i

-

Para n impar es imposible de llenar un cuadrado de n x n, ya que una
cuadricula asf tiene un nimero impar de cuadritos unitarios y cada pieza
cubre un nimero par de estos.

Para n = 4k+2 también es imposible, ya que si pintamos el tablero de n xn
de blanco y negro en forma alternada como tablero de ajedrez, tendremos que
de los (4k +2)* = 16k2 + 16k + 4 cuadritos unitarios que hay, la mitad son
blancos y la otra mitad negros y un nimero par de cada color. Por otro lado
como cada pieza cubre 4 cuadritos, necesitamos para cubrir la cuadricula
4k? + 4k + 1 piezas, un nimero impar, cada pieza cubre uno o tres cuadros
negros, si U es el nimero de piezas que cubren un cuadrito negroy 1" el niimero
de piezas que cubren tres cuadritos negros, tenemos que U+T = 4k? +-4k+1,
luego uno de U y T debe ser impar, digamos T, entonces el mimero de cuadritos
negros que cubre las T' piezas es impar, luego nunca podr4 ser 8k2 + 8k + 2.

Solucién al problema 86. No se puede encontrar un acomodo asf.
Supongamos que si es posible y que el acomodo es el siguiente:

al|lb|c
dle|f
gl hl|z

entonces la suma que se pide igualar es:

abe + def + ghi + adg + beh + cfi = 1997
Pero al tomar congruencia médulo 9, tenemos en el lado izquierdo que:

abc + def + ghi + adg + beh + cfi 2@+b+ct+d+e+ f+g+h+i)
21+24+344+5+6+7+8+09)

2-45=0(mod9)

M

Por otro lado 1997 = 8(mod 9). Luego no es posible el acomodo.

Solucién al problema 87. Como A/, B/,C’ son los puntos medios de los
arcos BC, AC, AB respectivamente, AA’, BB', CC' se intersectan en I.
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LC'B'A =1 (J/’B\A’ =3/A+31/Cy LCC'B' = } B'C = 1/B luego
LC'B'A' + LCC'B' = (LA - LB + £C) = 90°, por tanto CC’ es perpen-
dicular a A'B’. Analogamente AA"y C'B’ son perpendlculares y BBy C'A’
son perpendiculares.

Solucién al problema 88. Sea t el nimero de cajas de 36 vasos, m el de
cajas de 24 vasos y n el de cajas de 20 vasos. Tenemos que (36,24, ”O] =360y
como 8000 = 360 - 22 + 80, luego como 32 = 10, 360 = 15, 380 — 18 tenemos
que22=3-7+1dedondet=7-10=70,m=15-7=105y n = 18-7 = 126.

Como 70 - 36 4 105 - 24 + 126 - 20 = 7560 la respuesta es 440 vasos.

Soluciones del Examen del Concurso Nacional

Solucién al problema 89. Para p = 5 tenemos que 8p* — 3003 = 1997, que
es primo. Ahora veamos que es la unica posibilidad. Sea p un nimero primo
distinto de 5 y supongamos que 8p* — 3003 es primo. Ahora procedamos de
la siguiente manera: tenemos que

8p* — 3003 = 3p* ~3 =3 (p* — 1) (mod 5),

Pero p* — 1 = 0 (mod 5) para cualquier primo p # 5 (Esto se comprueba
facilmente analizando los posibles residuos de ), asi que 8p* —3003 es divisible
entre 5 y, como estamos suponiendo que es primo, la tnica posibilidad es
8p* — 3003 = 5, lo cual es un absurdo pues 3—08@ = 376 no tiene raiz cuarta
entera.

Nota. Se puede evitar el lenguaje de las congruencias, observando que si
p es un primo distinto de 2 y de 5, entonces p termina en 1, 3, 7 6 9, asf
que p* termina en 1 y, por tanto, 8p* — 3003 termina en 5, 10 cual lo hace
forzosamente muiltiplo de 5. El' caso p = 2 se puede tratar aparte (viendo que
8(2)* — 3003 < 0) o que también 2¢ termina en 6, asf que 8p* — 3003 también
termina en 5.

Solucién al problema 90. Usando el teorema de Tales tenemos que Q P’ |AB,
puesto que estos segmentos estdn cortados por las transversales CA y CB, y
se tiene que %% P, -2 Entonces los tridngulos ACQP’' y ACAB son seme-

jantes con razén de semejanza A, de aqui que QP’ = AR. Tenemos entonces
que los tridngulos AAKR y AP K@ son iguales, de donde K es el punto
medio de AP’. Sea. M el punto medio de BC.
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Q

B=F u » C
Aquf podemos proceder de dos maneras:
1¢7@ forma. Notemos que M también es punto medio de PP’ y, como AG =
2GM, entonces G también es centroide de AAP P’ , de donde la mediana PK
pasa por G, y asi P, G y K estdn alineados.
2% forma. Usemos el teorema de Menelao en el AAM P’ para deducir la
colinealidad de P,G y K:

AG MP PK _, (1
GM PP KA~ 2

Solucién al problema 91.

(i) A continuacién se muestra una posibilidad para acomodar los nimeros de
manera que en cuadros adyacentes la diferencia de los niimeros que aparecen
es menor o igual a 4.

113 |6 |10
215 |9 |13
418 [12 15
7111 |14 |16

(ii) Supongamos que sf es posible colocar los nimeros y analicemos como
deben estar acomodados. En la lista de seis nimeros 1,4,7,10,13, 16, entre
dos nimeros consecutivos hay una diferencia de 3, de manera que en cualquier
colocacién de los nimeros en la cuadricula de 4 x 4 en la que las diferencias en
casillas adyacentes fueran menores o iguales que 3, los nimeros 1y 16 deberfan
estar a una separacién de, por lo menos, 6 casillas; esto sélo es posible si uno
estd en una esquina y el otro en cualquiera de los tres cuadritos de la esquina,
opuesta. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que 1 aparece en la esquina
superior izquierda; entonces el 16 debe quedar en cualquiera de las 3 casillas
més lejanas, como se indica en el esquema siguiente.

1

16
16 | 16

Supongamos que 16 no aparece en la esquina. Esto forzarfa a que en cualquier
“camino” que usara seis casillas adyacentes entre los cuadritos donde se en-
contraran el 1 y el 16, aparecieran exactamente los nimeros de la, lista; sin
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Supongamos que 16 no aparece en la esquina. Esto forzaria a que en cualquier
“camino” que usara seis casillas adyacentes entre los cuadritos donde se en-
contraran el 1 y el 16, aparecieran exactamente los nimeros de la lista; sin
embargo, hay m&s de un camino entre las dos casillas (ver el ejemplo en la
figura, abajo), lo que forzarfa a que hubiera repeticién de niimeros.

1(4] 7|10
7110 | 13
13 | 16

Entonces, el 16 aparece en la esquina inferior derecha. Ahora observamos
que en dos cuadritos diagonales que compartan un vértice, la diferencia mé-
xima que puede haber es 5, puesto que en cuadros adyacentes la diferencia
méxima debe ser 6, pero los nimeros no pueden estar repetidos. Como del 1 al
16 se llega en 4 pasos con diferencias de 5: 1 —6 — 11 — 16, la tnica posibilidad
es que estos nimeros queden en la diagonal, como se indica en la figura abajo.
Ademés, en las casillas adyacentes al 1 deben aparecer el 3 y 4, puesto que
con ambos 1y 6 la diferencia debe ser a lo mas 3. Sin pérdida de generalidad
aparecen como en el esquema.

—
w

11

16

Entonces las casillas que sobran para acomodar el 2 quedan todas a una
distancia a lo més de 4 de la casilla donde est4 el 16; sin embargo, para llegar
del 2 al 16 con diferencia a lo m4s de 3 se necesitan por lo menos 4 niimeros
intermedios, asi que no es posible la colocacién.

Solucién al problema 92. Supongamos que tenemos 6 puntos no coplanares
en el espacio de manera que no hay tres alineados. Tenemos varios casos:

(I) Si 5 de ellos son coplanares. Entonces estos determinan un plano y el
otro punto determina un plano més con cada pareja de los coplanares; como
son (3) = 10 parejas, en total se determinan 11 planos.

(IT) Si no hay 5 coplanares pero sf 4. Sean A, B,C y D los cuatro puntos
coplanares, sea P el plano que determinan y sean X y Y los otros puntos.
Tenemos tres subcasos:

(ITa) Si X y Y no son coplanares con ninguna pareja de A,B,C y D.
Entonces cada pareja de 4, B,C y D determina un plano con cada uno de X
y Y y ademds tenemos P, asf que en este caso se determinan por lo menos
14 2(3) = 13 planos.

(IIb) Si X y Y son coplanares con exactamente una de las parejasde A, B, C
y D, digamos con (A, B). Entonces tenemos 2 + 2 [(;) — 1] = 12 planos, pues
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cada uno de X y Y determina un plano con cada una de las parejas de
A,B,C y D distintas de (4, B) (esto es, tenemos los planos: (A,B,C, D),
(X,Y,A,B), (X,4,0), (X,A,D),(X,B,C), (X,B,D), (X,C, D), (Y,A,QC),
(Y,A, D), (Y,B,0), (Y,B,D)y (Y,C,D).

(Ilc) Si X y Y son coplanares con dos de las parejas de A, B,C, y D.
Observemos que las parejas deben ser ajenas, pues X y Y no pertenecen a
P. Sin pérdida de generalidad, las parejas son (A4, B) y (C, D). Este caso es
como el anterior sélo que aquf hay un plano repetido: (X, C, D) coincide con
(Y,C, D), asf que en este caso son 11 planos.

(III) Si no hay 4 coplanares. En este caso, cada terna determina un plano,
asi que son (g) = 20. Hemos analizado todos los casos y con ello probado que
el menor nimero de planos posible es 11.

Solucién al problema 93. Presentaremos aqui dos soluciones. En ambas
denotaremos por (XY Z) el 4rea de un tridngulo XY Z.

17 solucidn. Observemos primero que el AABC se parte en los 7 trigngulos
de la misma 4rea que se indican en la figura. (Por ejemplo, (AB'A’) = (AA’ C)
pues B’A’ = A’C' y la altura en A es la misma).

c

Entonces, como LA = BC' = C'A’, también LAA'C’ es paralelogramo,
asl que sus diagonales se intersectan en el punto medio que es B’ (pues
AB' = B'C’). También las diagonales de LABC” se intersectan en su punto
medio, asf que en el AALC’, AR es mediana, pero como también lo es LB,
tenemos que R es centroide de este trisngulo, de donde RB’ = %LB’ =31B'A".
Andlogamente, C'P = 1B'C' y A'Q = 1C'A’. Partamos APQR como se in-
dica.
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Como antes, los tridngulos ARB'C’, APA'C' y AQA'B’ tlenen drea %
(A’B'C") y los tridngulos APRC', APQA’ y ARQB’ tienen 4rea 1 g (A'B'C"),

Entonces
(PQR) = (A'B'C) (31- A'B’C’) ( (A'B’C’))
(A’B C = Z (ABC) (ABC)

2% Solucion. Aplicando el Teorema de Menelao al tridngulo AABC' y a la
recta RA’ tenemos que:

_AR BA' C'B'_AR .
" RB AC' 'B'A RB ’

de donde ﬁ—g = %; por tanto AR = %AB. Andlogamente AQ = %AC

Ahora,

AQ - AR-sen/A %AB 2AC’ senfA 2
2 - 2 9

(ARQ) = (ABC).

Anslogamente, (PQC) = 2 (ABC) y (BRP) = 2 (ABC). Entonces

(PQR) = (1 3. g) (ABC) = % (ABC)

Solucién al problema 94. Observemos que si n es cualquier natural, en-

11
tonces - T = n(n+1) de donde

1 + 1
n+1 nn+1)

() =
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Usando esto y que § +1 + % = 1, podemos hacer las sustituciones 1 por 3+3,
% por % + % y é por -%— + 4—12-, para obtener una nueva expresién en la que
los denominadores son més grandes. Luego podemos repetir el procedimiento
hasta lograr una expresién en la que el denominador m4s chico sea 5 y no
haya repetidos:
1,1 1
(§ Ts) Tt (4‘ 13 +
1, 1 1, 1 1,1 1 1 1, 1 1 1y
Grm) +G+B)+Grdh) + (B + (G +d) + (& + ) =1
Ahora s6lo sustituimos 1, % ¥ 2 ¥ los ordenamos:
llll_l_L_l.LLLLL_l__l_L—l
5+6+7+8+12+13+20+21+30_+42+43+56'*j156+420+1806_ :
Hemos logrado entonces una expresién de las requeridas. Para probar que
hay una infinidad basta observar que al sustituir el término que tenga el
denominador mayor (usando (*)) se obtienen denominadores atn mayores.

Soluciones del Examen Selectivo

Solucién al problema 95. Bastars, probar que en cualesquiera dos columnas
consecutivas, el niimero de segmentos horizontales rojos que se producen en
ellas, coincide con el de segmentos azules (pues, por analogfa, ocurrird lo
mismo en los renglones, y adem4s porque todos los segmentos se producen
entre dos renglones o columnas consecutivas). Para ello, llamemos R a los
puntos rojos y A a los azules, y observemos que las posibilidades en las dos
columnas consecutivas son 4— R, A—A,R— Ay R—R, cada vez que aparezca
R — A, deber4 aparecer también en alglin momento A — R pues en esas dos
columnas hay el mismo nimero de segmentos rojos que azules; de esta manera,
se pueden aparear todos los A — R con los R — A; los que sobran, deben ser
el mismo nimero de A — A que de R — R.

Solucién al problema 96. Pensemos que las caras del cubo son espejos;
entonces al rebotar la pelota, se verd en el espejo como si continuara su trayec-
toria en linea recta.

T
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28 22

2P Py

z) 'P 0 %
A %% B Ay, B

Asi, si imaginamos la trayectoria como una recta, el que la pelota vaya
tocando cada una de las paredes nos dice que recorrerd dos niveles hacia un
lado, dos niveles hacia atrés y dos niveles hacia arriba (o abajo), de aqui que
la longitud de la trayectoria de la pelota es la misma que la distancia que hay
entre dos vértices opuestos en un cubo de arista 2, esto es 2v/3 (aplicando
Pitagoras dos veces).

Supongamos ahora que el punto P, est4 situado a distancia yq a la derecha y
2o hacia arriba, e imaginemos que la pelota va hacia arriba a la derecha (si yg =
16 2z = 1, podemos pensar que desde la salida la pelota va detras del espejo).
Trazando la recta que une P, con el punto situado dos unidades atrés de P,,
dos unidades hacia la derecha y dos unidades hacia arriba, encontraremos los
puntos de corte buscados: el punto P; de la pared derecha estars en el primer
nivel (de espejos) hacia la derecha; el punto P, de la pared izquierda estard
dos niveles hacia la derecha; el punto P; del techo estard en el primer nivel
hacia arriba; el punto P, del piso en el segundo nivel hacia arriba; el punto
P, de la pared de atrés estard en el primer nivel hacia atrés; y el punto Pf en
la pared frontal (que debe ser la imagen del punto inicial) se encontrard dos
niveles hacia atrés.

Calculemos ahora la distancia P, Py; para ello observemos que P,P;, por la
inclinacién de 45° que lleva en cualquier sentido la trayectoria, es diagonal de
un cubo; la arista de ese cubo es la distancia de P, a la pared derecha: 1 — y,,
asi que la distancia de P, a P; es /3 (1—-y,).
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Andlogamente P,P; = /3 (1 — z,), P,P, = /3, P,P, = \/3(2 —y,), P,P, =
V3 (2—20) y P,P; = 2v/3. De aqui podemos obtener ficilmente todas las
posibilidades: Si y, > z,, entonces:

P,P;< P,P,<P,P, < PP, < P,P, < P,Py

, asf que la pelota ird tocando en sucesién; pared derecha, techo, pared de
atrds, pared izquierda y piso, y la distancia al primer punto de rebote sers
V3 (1 —yo). Siy, < z,, entonces la sucesién correspondiente serd; techo, pared
derecha, pared de atrds, piso y pared izquierda, y la distancia al punto de
rebote serd ﬁ(l — 2,). En los casos y, = 2, o si alguno de y, 0 2z, es 0 6
1, algunas de las desigualdades de arriba son igualdades y la pelota tocard
simultdneamente las paredes correspondientes.

Solucién al problema 97. El ejemplo con 6 elementos puede construirse
como se muestra en la figura, en donde los segmentos que aparecen todos
tienen longitud 1 (entonces cada punto es circuncentro de los tres puntos con
los que estd unido).

Es claro que S tiene al menos 4 elementos.

Supongamos que S = {4, B,C, D}. Entonces cada uno es circuncentro de
los otros tres. Como A es el circuncentro de BCD, tenemos que ZBAC =
2/BDC; por otro lado, como D es el circuncentro de BAC, entonces /BDC =
2/BAC. Las dos ecuaciones con dngulos que obtuvimos no pueden ser ver-
daderas simultdneamente, asf que S no puede tener sélo 4 elementos.

‘Ahora supongamos que S tiene 5 elementos A, B,C,D y E. Para cada
X € S, escojamos R, S y T, elementos distintos de S, de tal manera que
X sea el circuncentro de RST y escribamos esto por f(X) = RST. De esta
manera tenemos una funcién inyectiva f : S — T, donde T es el conjunto
de tridngulos con vértices en S; ademds f cumple que X no es uno de los
elementos de f(X), para X €S.

Sin pérdida de generalidad supongamos que

f(A) = BCD;
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entonces, por la inyectividad, forzosamente tenemos que, sin pérdida de gen-
eralidad,

f(E) = ABC.

Ahora tenemos tres posibilidades para f(D) : f(D) = BCE, f(D) = ABE
y f(D) = ACE. Podemos observar que: las dos tltimas son del mismo tipo
(en cuanto a las letras que tienen en comin con f(A) y f(E)), asf que son
esencialmente dos posibilidades. Analicemos cada una:

(I) Supongamos primero que f(D) = BCE. Observemos que BC aparece
en f(A), en f(E) y en f(D), y que cada uno de esos circuncentros aparece
como tercer punto en otro de éstos, lo cual implica que ZBAC = 2/BDC =
4/BEC = 84/BAC, que es un absurdo.

(IT) Ahora supongamos que f(D) = ABE. Entonces

AE L BCy ED 1L AB (¥)

(pues A y E estdn en la mediatriz de BC, y E y D estén en la mediatriz de
AB). Tenemos cuatro posibilidades para f(B):

(Ila) f(B) = CDE. Entonces AB L CD y, por (*), E, C y D estdn
alineados, lo cual es imposible porque B es su circuncentro.

(ITb) f(b) = ADE. Entonces BD L AE, asi que, por (*), B, C'y D estdn
alineados, lo cual es imposible porque A es su circuncentro.

(Ilc) f(B) = ACE. Entonces BD | AF, lo cual es imposible como vimos
en el caso anterior.

(I1d) f(B) = ACD. Entonces AB L CD, asique C, D y E estén alineados.
En este caso tenemos dos posibilidades para f(C) : f(C) = ADE y f(C) =
BDE (no consideramos el caso f(C) = ABD, pues AB aparece tres veces y
los otros puntos aparecen en los demds, asi que serfa como el caso (II)).

Si f(C) = ADE, entonces BC 1L AD, asf que A, E'y D estén alineados, lo
cual es una contradiccién porque C' es su circuncentro.

Si f(C) = BDE, entonces DC L BE, de donde A, B y E estin alineados,
también imposible puesto que D es su circuncentro.

Hemos abarcado todas las posibilidades y, en cada una se llega a una con-
tradiccién, por lo que no es posible que S tenga sélo 5 elementos.

Solucién al problema 98. Observemos que basta considerar el caso r =1
en el plano complejo, con los vértices de poligono como las raices n—ésimas
de 1y A; = 1, pues la figura en el caso general serfa semejante a esta, con
razén de semejanza r, asf que cada una de las n—1 longitudes estaria afectada
por un factor r. Consideremos entonces ese caso. Asf dads...d, = |1 — Ay -
|1 — As]...|1 — A,|. Consideremos el polinomio

" —1=(z—1)(z" " +a" 2+ +z+1)
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este polinomio tiene por raices a las A;, asi que, en los complejos, se puede
factorizar como 2" —1 = (z — 1)(z — 42)(z — A3)...(z — Ap), de donde z"~1 +
"2+ +2+1=(z— As)(z — 43)...(x — A,). Sustituyendo 1 en ambos
miembros de la igualdad y tomando normas, tenemos la igualdad buscada:
n= I].——Az' -ll—Asl...Il—An].

Solucién al problema 99. Sea F’ el punto sobre AB tal que BF = FF' =
F’Ay sea N el punto de interseccién de ED con FC, y Q la interseccién de
F'C con DE.

Entonces F'EDB es paralelogramo, asf que los tridngulos AFIBy ANIE
son semejantes. Como F' y F’ trisectan a AB y ED || AB, entonces N yQ
trisectan a DE. Calculemos la razén de semejanza entre AFIB y ANIE;
Sea F'B = 3a; entonces 6a = F'B = ED, de donde ND = 2a y NE = 4a;
asf la razén de semejanza es %. Sea M’ el punto de interseccién de DI con
AB. Probaremos que M’ = M. Tenemos que AFIM’ es semejante a ANID
v la razén de semejanza es la misma que entre AFIB y ANIE pues en
aquéllos dos lados correspondientes son FI y IN , que también son lados
correspondientes en éstos. Entonces M'F = %N D = %2a = %a; por tanto
M'B=M'F+FB=3a+3a=%a=14ABy M' = M.

Solucién al problema 100. La sucesién es la siguiente:
0,1,3,4,9,10,12,13,27,28, 30,31, 36, 37, 39, 40, 81, 82, ...

Si hacemos la expansién de estos niimeros en base 3, observaremos que son
precisamente los niimeros en los que no aparecen 2’s. Probemos que este es el
caso demostrando las siguientes dos afirmaciones:

(I) Si @ < b < c son enteros sin 2s en su expansién ternaria, entonces
2b#a+c.

(IT) Todo nuimero b que tenga 2’s en su expansion ternaria es promedio de
dos nimeros distintos que no tienen 2’s.

Demostracion de (I): Observemos que si B es un nimero sin 2 s, entonces
2b no tiene 1’s, por otro lado, si a y ¢ son nimeros diferentes sin 2’ s, entonces
al efectuar su suma tendremos las siguientes posibilidades: si los dos tienen 0
en determinada posicién, la suma sers 0; si los dos tienen 1. la suma serd 2. v
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si uno tiene 0 y el otro tiene 1, entonces la suma serd 1; como éste dltimo debe
ser el caso en algin lugar porque a y c son distintos, entonces a + ¢ deberd
tener por lo menos un 1, asi que no podr4 ser igual a 2b.

Demostracion de (II): Consideremos el nimero 2b y probemos que éste se
puede poner como suma de dos nimeros distintos @ y ¢ que no tienen 2’s.
Observemos que 2b forzosamente tiene un 1 porque b tiene 2’s, (en el primer
lugar de la derecha en que b tenga un 2, 2b tendrd un 1). Para construir a y
c cada digito de 2b lo partimos como sigue: 0=0+0,2=14+1y1=1+0;
por la observacién hecha al principio de esta demostracién, a y ¢ resultan ser
distintos.

Tenemos entonces que 1997 es el nimero cuya expansién ternaria es igual a
la expansién binaria de 1997, de aquf que, como 1997 = 2104294 98 197 1 26 |
23 +22+1, tenemos que 1997 = 310 +3° 438 + 37+ 36 + 33 +- 32+ 1 = 88246.
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SOLUCIONES

1- (a)
2.- (d)
3.- (a)
4- (ﬂ)
5.- (d)
6.- (c)
7- (c)
8.- (¢
9.~ ()
10.-(a)
11.-(c)
12.-(a)
13.-(b)
14.-(a)
15.(d)
16.-(b)
17.-(c)
18.-(b)
19.-(d)
20.-(c)
21.-(b)
22.-(a)
23.-(c)
- 24.-(a)
25.-(b)

26.-(b)
27.-(c)
28.-(b)
29.-(a)
30.-(c)
31.-(a)
32.-(b)

33.-(c)

34.-(c)

35.-(b)

36.-(c)
37.-(b)

38-(a)

39.-(d)
40.-(c)
41.-(b)
42.-(a)
43.-(d)
44.-(c)
45.-(b)
46.-(d)
47(c)
48.-(a)
49.-(b)
50.-(d)

Soluciones
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