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Presentacion

La Sociedad Matem4tica Mexicana organiza la 15a. Olimpiada Mexicana de
Matematicas. Los ganadores en ella formaran las selecciones que participaran
en las distintas olimpiadas internacionales del afio 2002: la XLII Olimpiada
Internacional que se llevara a cabo en Inglaterra durante el mes de julio, la
XVI Olimpiada Iberoamericana de Matematicas a celebrarse en septiembre en
Uruguay y la IV Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribe que se
llevara a cabo en México en el mes de julio.

En la 15* Olimpiada Mexicana de Matematicas pueden participar los estudi-
antes de México nacidos después del 1° de agosto de 1982. Los concursantes
debersn estar inscritos en una institucién preuniversitaria durante el primer
semestre del ciclo escolar 2001-2002, y para el 21 de julio del afio 2002 no
deberan haber iniciado estudios de nivel universitario.

Los problemas que aparecen en este folleto, aparecieron en concursos de las
diferentes etapas de las olimpiadas de matemaéticas. La intencién del folleto
es que sirva como orientacién a los alumnos que desean participar en estas
olimpiadas. Como se puede ver, los problemas que aparecen aqui no son ejer-
cicios rutinarios o en los que se apliquen directamente los conocimientos que
se adquieren en la escuela. Son problemas que requieren de una buena dosis
de ingenio y de esfuerzo para ser resueltos. Como en todos los aspectos del
aprendizaje de las mateméticas, el esfuerzo individual y el enfrentamiento soli-
tario con los problemas son importantes, pero también es muy importante la
discusién con los compaiieros y los profesores.

Una forma de manifestar creatividad en matematicas es resolviendo problemas.
Otra forma, que a veces require de mas madurez, es inventdndolos. Invita-
mos a todos los lectores de este folleto: profesores, estudiantes, olimpicos y
exolimpicos a que nos envien problemas con solucién. Las aportaciones seran
consideradas para su inclusién en exdmenes o futuros folletos.

Este folleto incluye problemas de los exdmenes estatales de: Baja California,
Chiapas, Chihuahua, Coahuila, Colima, Guanajuato, Hidalgo, Jalisco, More-
los, Puebla, Querétaro, Quintana Roo, Sinaloa, Sonora, Tabasco, Tamaulipas,
Tlaxcala, Veracruz y Yucatadn.



Etapas de la Olimpiada

Como ya es tradicién, la Olimpiada Mexicana de Matemé&ticas consta de tres
etapas:

Exdmenes Estatales. Estos exdmenes servirdn para formar las selecciones
estatales que asistirdn al Concurso Nacional.

Concurso Nacional. Este concurso se llevar4 a cabo en el Estado de Morelo
en noviembre de 2001, y en €l se elegirs a la preseleccién mexicana. ’

Entrenamientos. A los alumnos de la preseleccién que surjan del Concurso
Nacional se les entrenars intensivamente durante el primer semeste del afio
2001, también se les aplicardn exdmenes para determinar a los que represen-
tardn a México en las olimpiadas internacionales.

La participaci6n en las tres etapas mencionadas es individual.

Resumen de Resultados

En el afio de 1987 la Sociedad Matemética Mexicana organizé la Primera Olim-
piada Mexicana de Matem4ticas. A partir de esa fecha, los concursos nacionales
se han celebrado anualmente en la ciduades de Xalapa, Hermosillo, Metepec,
Guanajuato, Oaxtepec, La Trinidad, Acapulco, Guadalajara, Colima, Mérida,
Monterrey, Querétaro, Oaxaca y Morelia.

Los resultados de las Delegaciones Mexicanas en Olimpiadas Iberoamericanas,
Internacionales y Centroamericana y del Caribe han sido los siguientes:

Olimpiada Internacional de Mateméticas

Afio  Pais sede No. de pafses Lugar de México
1988 Australia 49 37
1989 Rep. Fed. De Alemania 50 31
1990 Rep. Popular de China, 54 36
1991  Suecia, 55 35
1992 Rusia 56 49
1993 Turquia 73 63
1994 Hong Kong 69 65
1995 Canads, 74 59
1996 India 75 53
1997  Argentina 82 32
1998 Taiwan 75 4
1999 Rumania 81 ‘ 52
2000 Corea, 82 30

En 2000, la delegacién que representé a México en la Olimpiada Internacional
estuvo integrada por los alumnos: Ernesto Alarcén (de Veracruz), Mauricio
Chacén (de Chiapas), Alfonso de la Cruz (de J alisco), Samuel Estala (de More-
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los), Ratil Gémez (de Coachuila) y Carlos Villalvazo (de Jalisco). Se obtuvo
una medalla de plata (Carlos Villalvazo), tres de bronce (Ernesto Alarcén,
Mauricio Chacén y Ratil Gémez) y una menci6én honorifica (Samuel Estala).
En total, en las Olimpiadas Internacionales se han obtenido 3 medallas de plata,
13 medallas de bronce y 15 menciones honorificas.

Olimpiada Iberoamericana de Matemaéticas

Afio Pais sede No. de pafses Lugar de México
1989 Cuba 13 3
1990 Espaiia 15 3
1991 Argentina 16 5
1992 Venezuela 16 6
1993 México 16 9
1994 Brasil 16 6
1995 Chile 18 9
1996 Costa Rica 17 2
1997 México 17 3
1998 Repiiblica Dominicana 18 5
1999 Cuba 20 3
2000 Venezuela 21 2

Los cuatro integrantes de la delegacién mexicana que participaron en la Olim-
piada Iberoamericana de 2000 obtuvieron medalla: dos de oro (Javier Chévez
y Carlos Villalvazo, ambos de Jalisco) y dos de bronce (Mauricio Chacén, de
hiapas y Alfonso de la Cruz, de Jalisco). En total, en las Olimpiadas Iberoamer-
icanas México ha obtenido 7 medallas de oro, 17 medallas de plata, 17 medallas
de bronce y tres menciones honorificas. En la 11¢ Olimpiada Iberoamericana,
celebrada en Costa Rica, México obtuvo la Copa Puerto Rico, que se da cada
afio al pafs con el mayor progreso relativo.

Olimpiada Centroamericana y del Caribe

Afio  Palis sede No. de paises Lugar de México
1999 Costa Rica 10 2
2000 El Salvador 9 2

Todos nuestros alumnos ganaron medalla en la II Olimpiada Centroamericana
y del Caribe: una de oro (Mauricio Chacén, de Chiapas) y dos de plata (Miguel
Raggi, de Michoacén y Edgardo Rold4n de Morelos). En total, en la Olimpiada
Centroamericana y del Caribe, México ha obtenido una medalla de oro y 5
medallas de plata.

Resultados del Concurso Nacional de la 14a. Olimpiada Mexicana
de Matemaéticas
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En noviembre de 2000 se llevé a cabo en la ciudad de Morelia, Michoacén, el 14°
Concurso Nacional, con la participacién de todos los Estados de la Republica.
Los 17 alumnos ganadores del primer lugar fueron:

Humberto Montalvén Gdmez de Puebla,
Mauricio Esteban Chacén Tirado de Chiapas,
Miguel Raggi Pérez de Michoacén,

Emiliano Cruz Leén de Morelos,

Juan Antonio Aguilera Mendoza de Chihuahua,
Andrei Rodriguez Paredes de Baja California,
Edgardo Roldén Pensado de Morelos,

Diego Villamil Pesqueira del Distrito Federal,
Luciano Alberto Camacho Alcal de Sinaloa,
Jesis Puente Arrubarrena del Distrito Federal,
Josué Enmanuel Magaiia Valencia de Campeche,
Miguel Angel Camarillo Sepilveda de Querétaro,
Julidn Fernando Chagoya Saldaiia de Veracruz,
David José Mireles Morales del Distrito Federal
Hugo Villanueva Méndez de Puebla,

Ivédn Barona Gonzélez del Distrito Federal,

Juan Pablo Maldonado Lépez de Michoacan

Aunque la participacién en el Concurso Nacional es individual, es importante
destacar la labor que han llevado a cabo los estados de la Repiiblica apoyando
a sus concursantes. Con el propésito de reconocer este trabajo, presentamos el
registro de los Estados que ocuparon los primeros 10 lugares en el 140. Concurso
Nacional:

1. Morelos

2. Puebla,

3. Distrito Federal
4. Chihuahua

5. Michoacin

6. Baja California
7. Jalisco

8. Querétaro

9. Nuevo Leén

10. Chiapas

COMITE ORGANIZADOR DE LA
OLIMPIADA MEXICANA DE MATEMATICAS
Enero de 2001



Enunciados de los Problemas

Problemas de Concursos Estatales

Problema 1. Se tienen 8 piezas de ajedrez: 2 torres, 2 alfiles, 2 caballos y
2 peones. De cada uno de los cuatro tipos de pieza, una es blanca y la otra
negra. ;De cuintas formas se pueden acomodar las 8 piezas en una columna
del tablero de manera que no queden dos piezas del mismo color juntas?

Problema 2. Se tienen 5 puntos sobre una recta. Se agregan a esos puntos
los puntos medios de todos los segmentos que se pueden formar con dos de los
cinco puntos como extremos.

1 Cudl es el maximo nimero de puntos que se tienen al final?

1 Cuél es el minimo niimero de puntos?

Problema 3. El perfmetro de un tridngulo rectdngulo es 24 y la hipotenusa
mide 10. Calcula su &rea.

Problema 4. Un conejo es perseguido por un perro. El conejo lleva una
ventaja inicial de 50 de sus saltos. El conejo da 5 saltos mientras el perro
da 2, pero el perro en tres saltos avanza tanto como el conejo en ocho saltos.
i Cuéntos saltos debe dar el perro para alcanzar al conejo?

Problema 5. Encuentra todas las tercias de nimeros tales que el producto
de cualesquiera dos de ellos sumado con el otro da 1.

Problema 6. Dados tres niimeros positivos se pueden realizar seis diferentes
cocientes con ellos. Encuentra todas las ternas de nimeros enteros positivos
consecutivos tales que la suma de los seis posibles cocientes es un entero.

Problema 7. Sea ABCD un paralelogramo. Se construyen tridngulos
equildteros ABF y ADE hacia el exterios de ABCD. Prueba que el tridngulo
FCE es equilétero.

Problema 8. Denotamos con d(n) a la cantidad de divisores de n. Demuestra
que existen una infinidad de niimeros n tales que n es miiltiplo de d(n).




Problema 9. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones para z y y positivos:

TtV = g

¥ = 2Py

Problema 10. Se sabe que la ecucién 2% — g + k = 0 tiene tres solucioneg
que son nimeros enteros.' Encuentra todos los posibles valores de k.

Problema 11. Sean C y D dos circunferencias que se intersectan en dos
puntos distintos P y Q. Una recta que pasa por el punto P intersecta a dichag
circunferencias en los puntos A y B respectivamente. Sea Y el punto medio de |
AB, ysean X y Y los puntos de interseccién de QY con C y D respectivamente.
Prueba que Y es también el punto medio de X Z.

Problema 12. ;Cusntas formas hay de colorear-una bandera formada por
dos bandas horizontales, dividida en 8 cuadros como se muestra en la figura,
utilizando a lo més 4 colores de manera, que dos cuadros que tengan un lado
en comin no tengan el mismo color?

Problema 13. Por el punto A de la cuerda, comin AB de dos circunferencias,
se traza una recta que corta a una de ellas en el punto C' y a la otra en el
punto D. Las tangentes a dichas circunferencias en los puntos C'y D, se
intersectan en el punto M. Muestra que los puntos B, C, D y'M estin sobre
una circunferencia.

Problema 14. Sea n un niimero natural. Demuestra que si 2n +1y 3n + 1
son cuadrados perfectos, entonces n es divisible entre 40.

Problema 15. Un nifio corta un cuadrado de 3 dias por 3 dias de la pagina
de un calendario. Si la suma de las nueve fechas es divisible entre 13, ;cusl es
la fecha de la esquina inferior izquierda?

Problema 16. Se escriben siete enteros positivos alrededor de un circulo.
Sabemos que de cada par de ndmeros vecinos, uno de ellos divide al otro.
Demuestra que hay dos niimeros no vecinos con la misma propiedad (esto es,
que uno de ellos divide al otro). ‘

Problema 17. Sea ABC un tridngulo y sean.L y N las intersecciones
de la bisectriz del dngulo en A4 con el lado BC y el circuncirculo de ABC
respectivamente. Construimos la interseccién M del circuncirculo de ABL con
el segmento AC. Prueba que los tridngulos BMN y BMC tienen la misma
area.




Problema 18. En una cuadricula de 1000 x 1000 te puedes mover sobre las
aristas de la siguiente forma:

(a) Sélo puedes avanzar hacia arriba o hacia la derecha.

(b) La primera vez que avanzas lo haces solamente un espacio, la segunda
vez avanzas 2 y asi sucesivamente.

(c) Inicias en la esquina inferior izquierda.

(Existird una forma de llegar a la esquina superior derecha?

Problema 19. ;Cuél es el digito de las unidades de la suma de todos los
nimeros de seis cifras que se pueden formar con los digitos del uno al nueve?

Problema 20. Un entero positivo N tiene 2000 cifras. De estas cifras, 20
son iguales a cero y los nimeros de veces que aparecen las cifras 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8y 9estdnenrazén1:2:3:4:5:6:7:8:9, respectivamente. ;Puede
ser N un cuadrado perfecto?

Problema 21. En la figura B;C; y B2C; son paralelas a BC' que dividen al
tridngulo ABC en tres partes de ingﬂ 4rea. Calcula B,Cy en términos de BC.

Problema 22. Prueba que la ecuacién 22 + y% + 1 = 22 tiene una infinidad
de soluciones enteras.

Problema 23. Demuestra que en cualquier coleccién de 7 o més enteros
siempre hay dos cuya suma o diferencia es divisible entre 11.

Problema 24. Encuentra todos los cuadrados perfectos menores o iguales a
1000 que tienen un nidmero primo de divisores positivos.

Problema 25. Una cuadricula de 8 x 8 se numera del 1 al 64 en la forma
usual. Decimos que 8 casillas de la cuadricula forman un arreglo mitoldgico si
no hay dos de las 8 en el mismo renglén o en la misma columna. Demuestra
que la suma de los niimeros de las casillas de cualquier arreglo mitolégico es
260.

Problema 26. Demuestra que para toda n mayor o igual que 5, se pueden
dividir los enteros del 1 al n en dos grupos, de tal forma que el producto de
los niimeros del primer grupo sea igual a la suma de los nimeros del segundo
grupo.




Problema 27. Di si es posible o no, ordenar los niimeros del 1 al 9 en y
fila de manera que entre el 1 y el 2 haya una cantidad impar de nimeros,
también entre entre el 2 y el 3, entreel 3y el 4, ..., entreel 8 y el 9. Explj
tu respuesta.

Problema 28. Sea ABC un tridngulo, G su gravicentro e I su incent:
Demuestra que BC + AB = 2AC si y sélo si IG es paralelo a AC.

Problema 29. Se tiene un candado cuyas posibles combinaciones van ¢
0000 al 9999. Sabemos que cada una de las combinaciones 1932, 2748 y 92
tiene exactamente un digito correcto. ;Cuél es el mfnimo nimero de combin
ciones que se deben checar para tener la seguridad de abrir el candado?
Nota. Suponiendo que la combinacién correcta fuera 3564, entonces la coml
nacién 7586 tendria sélo un digito correcto: el 5.

Problema 30. Demuestra que el radio de la circunferencia circunscrita a 1
tridngulo, trazado a uno de los vértices de él es perpendicular a la recta q
une los pies de las alturas desde los otros dos vértices del tridngulo.

Problema 31. Cada noche tres personas de un grupo de n personas sal
a cenar juntas. Después un cierto nimero de dias, se observa que cada p
de personas han cenado juntas exactamente una vez. Demuestra que n de
residuo 1 o 3 al dividir por 6.

Problema 32. Un cubo tiene 12 aristas y 8 vértices. .Se pueden numerar 1
aristas, con los niimeros del 1 al 12, sin repetir, de tal manera que al sumar I
numeros en las tres aristas que concurren en cada vértice, se obtenga siemp
el mismo resultado?

Problema 33. Sean a,b,cy d nimeros positivos. Demuestra que

a n b % c ” d
a+b+d b+c+a c+d+b d+a+c

nunca es un entero.

Problema 34. Un tridngulo acutdngulo ABC estd inscrito en un circu
con centro O. Sea D la interseccién de la bisectriz del 4ngulo BAC con
segmento BC y supongamos que la perpendicular al segmento OA que pas
por D intersecta a la recta AC en un punto interior, P, al segmento A(
Demuestra que AB = AP.

Problema 35. Hace muchos afios, un profesor puso como ejercicio a st
alumnos, la tarea de sumar todos los nimeros enteros del 1 al 100. Uno ¢
estos alumnos encontré un método simple de realizar la suma. Dicho métod
queda condensado en la férmula:

2 n(n + 1)

1+2+3+--+n 5



Como en nuestros tiempos los jévenes son mas listos, ahora te pedimos que
demuestres que la suma de los niimeros primos entre 1 y 2000 es menor que
667222.

Problema 36. En una reunién hay 201 personas de cinco nacionalidades
diferentes. Se sabe que en cada grupo de seis, al menos dos tienen la misma
edad. Demuestra que hay al menos cinco personas del mismo pafs, de la misma
edad y del mismo sexo.

Problema 37. Sea ABCD un cuadrilitero inscrito en un circunferencia, y tal
que las diagonales AC y BD son perpendiculares. Prueba que AD? + BC? =
4r2, donde r es el radio de la circunferencia.

Problema 38. En cada vértice de un cuadrado hay una semilla. La hormiga
atomica sale de un vértice y camina por los lados del cuadrado arrastrando
una enorme bolsa de semillas y s6lo se detiene en los vértices. Cuando llega
a un vértice, si viajaba en el sentido de las manecillas del reloj, agrega tantas
semillas como las que hay en el vértice del que venia; y si viajaba en el sentido
contrario a las manecillas del reloj, quita semillas, agrega semillas, o no hace
nada, de manera que en ese vértice quede la misma cantidad de semillas que
en el vértice del cual venia. ;Puede la hormiga atémica organizar su viaje para
tener al final exactamente 2000 semillas en cada vértice?

1
n?

Problema 39. Encuentra todos los primos p y g tales que ;7 + % + ﬁ =
para algiin entero positivo n.

Problema 40. Se va a viajar a una isla lejana por avién desde México. Los
vuelos de isa y vuelta tienen la misma duracién. El vuelo sale desde México el
lunes a las 6:25 de la mafana (hora de México) y llega a las 2:10 de la tarde
del martes (hora local de la isla). Después sale de la isla a la 1:35 de la tarde
del jueves (hora local de la isla) y llega el mismo jueves a las 3:20 de la tarde
(hora de México). Cuando en México son las 4:00 de la tarde del sdbado, ;qué
hora es en la isla y de qué dia?

Problema 41. De un cuadrado ABCD, sblo quedaron los puntos A4, P, Q:
A era un vértice, P estaba sobre el lado BC y @ estaba sobre el lado CD.
Reconstruye el cuadrado usando regla y compés.

Problema 42. Sea a y b dos enteros positivos con a < b que satisfacen:

(a,b) + [a,b] =a+Db.

Prueba que a divide a b. ’
Nota: (a,b) denota al méximo comiin divisor de a y b y [a, b] denota su minimo

comin miiltiplo.

Problema 43. En una circunferencia estd inscrito el tridngulo equildtero
ABC. En el arco BC se ha tomado al azar el punto M y se han trazado las
cuerdas AM, BM y CM. Demuestra que AM = BM +CM.




Problema 44. La figura muestra un laberinto cuadrado de ratén con 49
cuartos. Dos cuartos vecinos (que comparten una pared) estan conectados con
una puerta. Los cuartos estdn disefiados de tal manera que cuando el ratén
sale de uno de ellos las puertas se cierran automdticamente sin permitir que
el ratén pueda entrar de nuevo. ;jPodré el ratén recorrer todos los cuartos si
empieza en el cuarto marcado?

Problema 45. Demuestra que para cualquier entero n, n? —n” —n® +n® es
miltiplo de 360.

Problema 46. La bisectriz del dngulo A de un tridngulo ABC intersecta
a la circunferencia circunscrita en el punto N y al lado BC en el punto L.
Se toma N como centro y NB como radio y se traza una circunferencia, la
cual intersecta a los lados AB y AC en los puntos P y @ respectivamente.
Demuestra que P, L y @ son colineales.

Problema 47. En las figuras de abajo, cada segmento tiene longitud 1.
Se colocardn guardias en algunos de los puntos y diremos que un punto estd
vigilado si hay un guardia en ese punto o en algin punto a distancia 1.

Para la figura de la izquierda, demuestra que todos los puntos pueden vigilarse
con 16 guardias pero que 12 no son suficientes.

Para la figura de la derecha, demuestra que 13 guardias no pueden vigilar todos
los puntos, pero 16 si pueden.

Problema 48. Considera 2000 nimeros naturales impares sin divisores pri-
mos mayores que 18. Prueba que existen tres de estos niimeros cuyo producto
es un cubo.

Problema 49.

10
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(a) (Pueden las casillas de un tablero de 3 x 3 llenarse con nimeros del con-
junto {—1,0,1}, de manera que la suma de los niimeros en cada rengldn,
columna y diagonal sean diferentes?

(b) jPueden las casillas de un tablero de 3 x 3 llenarse con nimeros del con-
junto {—1,0,1}, de manera que la suma de los niimeros en cada renglén
y columna sean diferentes?

Problema 50. Sobre la tangente por B a una circunferencia de didmetro
AB, se toman dos puntos C'y D. Si AC corta a la circunferencia en F' y AD
corta a la circunferencia en E, demuestra que AC - AF = AD - AE.

Problema 51. Pablito tiene un gran nimero de cuadrados blancos y negros
y quiere construir un cuadrado de lado n, con la siguiente propiedad: los cuatro
cuadrados de las esquinas de cualquier subrectidngulo del cuadrado grande no
deben ser todas del mismo color. jPara qué valores de n es esto posible?

Problema 52. Sean a, b, y c las longitudes de los lados de un tridngulo de
perimetro 1. Demuestra que

1
a? +b% + ¢ + 4dabe < 3

Problema 53. Dados m, n, k enteros positivos, tales que n > m > k. Prueba

£ENET)-6)

=k

Problema 54. En una circunferencia est4, inscrito el tridngulo isésceles ABC
(AB = BC). En el arco AB se toma al azar el punto K y se une por medio de
cuerdas con los vértices del tridngulo. Muestra que AK - KC = AB? — KB?.

Problema 55. Sea C una circunferencia de centro O y sea D una circun-
ferencia que pasa por O y corta a C en A y B y cuyo centro se encuentra en
el interior de C. Sea D (distinto de O) un punto que estd en el interior de la
circunferencia C. La recta AD corta nuevamente a la circunferencia C en E.
Demuestra que DB = DE.

Problema 56. A una convencién interplanetaria asistieron 2000 emaba- I
jadores. Durante los 6 dias que duré la convencién, cada uno de ellos se entre-

visté con cada uno de los otros 1999 y las entrevistas son mutuas (es decir, si ‘
A se entrevista con B, se considera que B ya se entrevisté con A). Demues-
tra que existen 3 emabajadores tales que las tres entrevistas entre dos de ellos
ocurrieron el mismo dia. ;L
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Problema 57. Sea f una funcién que a cada entero entre 0 y 2000 le asigna
un niimero entero no negativo, tal que:

fBm) = f(m)
f@Gm+1) = f(Bm)+1
fBm+2) = f(3m)

Si f(0) =0, jcuél es el valor méximo que puede tomar f?

Problema 58. ;Cu4l es el mayor niimero de casillas que se pueden elegir en
un tablero de 4 x 4 de modo que no haya tres cuyos centros formen un tridngulo
is6sceles?

Problema 59. Demuestra que dados cualesquiera seis puntos que estdn en
un rectdngulo de 3 x 4, hay al menos dos que estdn a distancia a lo m4s /5.

Problema 60. Martin tiene la lista de todos los niimeros de 25 digitos que
se pueden formar utilizando sélo los digitos 1, 2, 3 y 4 y que tienen el mismo
nimero de unos que de doses. Jorge tiene la lista de todos los ntimeros de 50
cifras formados por 25 unos ¥ 25 doses. Demuestra que la lista de Martin tiene
la misma cantidad de ndmeros que la de Jorge.
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Problemas de Concursos Nacionales de la OMM

Problema 61. (12a. OMM) Un ntimero es suertudo si al sumar los
cuadrados de sus cifras y repetir esta operacién suficientes veces obtenemos el
nimero 1. Por egjemplo 1900 es suertudo, ya que: 1900 — 82 — 68 — 100 — 1.
Encuentra una infinidad de parejas de enteros consecutivos, donde ambos ni-
meros sean suertudos.

Problema 62. (12a. OMM) Dos rayos ! y m parten de un mismo punto,
formando un 4ngulo a, y sea P un punto en [. Para cada circunferencia C
tangente a [ en P que corte a m en puntos Q y R, sea T el punto donde la
bisectriz del dngulo QPR corta a C. Describe la figura geométrica que forman
los puntos T, justifica tu respuesta.

Problema 63. (12a. OMM) Cada uno de los lados y las diagonales de un
octagono regular se pintan de rojo o de negro. Demuestra que hay al menos
siete tridngulos cuyos vértices son vértices del octagono y sus tres lados son del
mismo color.

Problema 64. (12a. OMM) Encuentra todos los enteros que se escriben
como

1 2 9
a1 asg ag
donde a,,az2,...,a9 son digitos distintos de cero que pueden repetirse.

Problema 65. (12a. OMM) Sean B y C dos puntos de una circunferencia,
AB y AC las tangentes desde A. Sea @ un punto del segmento AC' y P la
interseccién de BQ@ con la circunferencia. La paralela a AB por @ corta a BC
en J.

Demuestra que PJ es paralelo a AC si y sélo si BC? = AC - QC.

Problema 66. (12a. OMM) Un plano en el espacio es equidistante a un
conjunto de puntos si la distancia de cada punto al plano es la misma.

{Cuél es el mayor niimero de planos equidistantes a 5 puntos de los cuales no
hay 4 en un mismo plano?

Problema 67. (13a. OMM) Sobre una mesa se tienen 1999 fichas que son
rojas de un lado y negras del otro (no se especifica cuantas con el lado rojo
hacia arriba y cuédntas con el lado negro hacia arriba).

Dos personas juegan alternadamente. Cada persona en su turno hace una de
las siguientes dos cosas:

(a) Retirar cualquier nimero de fichas, con la condicién de que fodas las
fichas retiradas tengan el mismo color hacia arriba.

(b) Voltear cualquier nimero de fichas, con la condicién de que todas las
fichas volteadas tengan el mismo color hacia arriba.
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Gana el que toma la dltima ficha. ;Cuél jugador puede asegurar que ganar4,
el primero en jugar o el segundo?

Problema 68. (13a. OMM) Demuestre que no existen 1999 primos en
progresion aritmética todos ellos menores que 12345.
Nota: Una coleccién de nimeros estd en progresién aritmética si es de la
forma:

a,a+r,a+2r,a+3r,...,a+ br.

Problema 69. (13a. OMM) Considere P un punto en el interior del
tridngulo ABC. Sean D, E y F los puntos medios de AP, BP y CP respecti-
vamente y L, M y N los puntos de interseccién de BF con CE, AF con CD y
AEFE con BD.

(a) Muestre que el 4rea del hexdgono DN ELF M es igual a una tercera parte
del area del tridngulo ABC.

(b) Muestre que DL, EM y FN concurren.

Problema 70. (13a. OMM) En una cuadricula de 8 x 8 se han escogido
arbitrariamente 10 cuadritos y se han marcado los centros de éstos. El lado de
cada cuadrito mide 1. Demuestre que existen al menos dos puntos marcados
que estan separados una distancia menor o igual que v/2, o que existe al menos
un punto marcado que se encuentra a una distancia % de una orilla de la
cuadricula.

Problema 71. (13a. OMM) ABCD es un trapecio con AB paralelo a
CD. Las bisectrices exteriores de los 4ngulos B y C se intersectan en P. Las
bisectrices exteriores de los dngulos A y D se intersectan en . Demuestre que
la longitud de PQ es igual a la mitad del perimetro del trapecio ABCD.

Problema 72. (13a. OMM) Un poligono se dice que es ortogonal si
todos sus lados tienen longitudes enteras y cada dos lados consecutivos son
perpendiculares. Demuestre que si un poligono ortogonal puede cubrirse con
rectdngulos de 2 x 1 (sin que éstos se traslapen) entonces al menos uno de sus
lados tiene longitud par.

Problema 73. (14a. OMM) Sean A, B, C y D circunferencias tales que A
es tangente exteriormente a B en P, B es tangente exteriormente a C en @, C
es tangente exteriormente a D en R y D es tangente exteriormente a A en S.
Supén ademds que A y C no se intersectan, ni tampoco B y‘D.

(a) Prueba que los puntos P, @ R y S estan todos sobre una circunferencia.

(b) Supén ademés que A y C tienen radio 2, By D tienen radio 3 y la distancia
entre los centros de Ay C es 6. Determina el drea del cuadrilatero PQRS.
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Problema 74. (14a. OMM) Se construye un triangulo como el de la figura,
pero empezando con los niimeros del 1 al 2000. Cada ndmero del tridngulo —
excepto los del primer renglén— es la suma de los dos ntimeros arriba de él.
;Cudl es el nimero que ocupa el vértice inferior del tridngulo?

Nota: Escribe tu respuesta final como producto de primos.

1 2 3 4 5
3 5 7 9
8 12 16
20 28
48

Problema 75. (14a. OMM) Dado un conjunto A de enteros positivos,
construimos el conjunto A’ poniendo todos los elementos de A y todos los
enteros positivos que se pueden obtener de la siguiente manera: Se escogen
algunos elementos de A, sin repetir, y a cada uno de esos niimeros se le pone
el signo + o el signo —; luego se suman esos niimeros con signo y el resultado
se pone en A’. Por ejemplo, si 4 = {2,8,13,20} entonces algunos elementos
de A’ son 8 y 14 (pues 8 es elemento de A y 14 = 20 + 2 — 8). A partir de
A’ construimos A” de la misma manera, que A’ se construye a partir de A.
Encontrar el minimo niimero de elementos que necesita tener A si queremos
que A" contenga a todos los enteros del 1 al 40 (inclusive).

Problema 76. (14a. OMM) Para a y b enteros positivos no miiltiplos de
9, se construye una lista de ndmeros como sigue: El primer niimero es 5 y, a
partir del segundo niimero, cada nimero se obtiene multiplicando el ndmero
que le precede (en la lista) por a y sumandole b. (Por ejemplo, sia = 2 y
b = 4, entonces los primeros tres niimeros de la lista serian: 5,14, 32 (pues
14=5-24+4y32=14-2+4.) ;Cusl es la méxima cantidad de primos que
se pueden obtener antes de obtener el primer nimero no primo?

Problema 77. (14a. OMM) Se tiene un tablero de n x n pintado como
tablero de ajedrez. Est4 permitido efectuar la siguiente operaci6n en el tablero:

Escoger un rectangulo en la cuadricula tal que las longitudes de sus
lados sean ambas pares o ambas impares, pero que no sean las dos
iguales a 1 al mismo tiempo, e invertir los colores de los cuadritos de
ese rectangulo (es decir, los cuadritos del rectdngulo que eran negros
se convierten en blancos y los que eran blancos, se convierten en
negros). ’

Encuentra para qué n’'s es posible lograr que todos los cuadritos queden de un
mismo color después de haber efectuado la operacién el niimero de veces que
sea, necesario.

Nota: Las dimensiones de los rectadngulos que se escogen pueden ir cambiando.
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Problema 78. (14a. OMM) Sea ABC un tridngulo en el que /B > 90°
y en el que un punto H sobre AC tiene la propiedad de que AH = BH, y
BH es perpendicular a BC. Sean D y E los puntos medios de AB y BC,
respectivamente. Por H se traza una paralela a AB que corta a DE en F.
Prueba que /ZBCF = LACD.
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Problemas de Olimpiadas donde participa
Meéxico
XV Olimpiada Iberoamericana de Matemaéticas

Problema 1. Se construye un poligono regular de n lados (n > 3) vy se
enumeran sus vértices de 1 a n. Se trazan todas las diagonales del poligono.
Demostrar que si n es impar, se puede asignar a cada lado y a cada diagonal
un ntimero entero entre 1 y n, tal que cumplan simultdneamente las siguientes
condiciones:

(a) El niimero asignado a cada lado o diagonal sea distinto al de los vértices
que los une.

(b) Para cada vértice, todos los lados y diagonales que compartan dicho
vértice tengan nimeros diferentes.

Problema 2. Sean S; y Sz dos circunferencias de centros 01 y O, respecti-
vamente, secantes en M y N. La recta ¢ es la tangente comin a S; y S, més
cercana a M. Los puntos A y B son los respectivos puntos de contacto de ¢ con
Sy y Sa; C el punto diametralmente opuesto a B y D el punto de interseccién
de la recta O;05 con la recta perpendicular a la recta AM que pasa por B.
Demostrar que M, D y C estan alineados.

Problema 3. Encontrar todas las soluciones de la ecuacién
(z+1)¥-2"=1

para z,y, z enteros mayores que 1.

Problema 4. De una progresién aritmética infinita 1, a1, az, ... de ntimeros
reales se eliminan términos, obteniéndose una progresién geométrica infinita
1,@p,,Gny, - - - de razén g. Encontrar los posibles valores de q.

Problema 5. Hay un montén de 2000 piedras. Dos jugadores se turnan para
retirar piedras, alternadamente, de acuerdo a las siguientes reglas:
(a) En cada jugada se pueden retirar 1, 2, 3, 4, 6 5 piedras del montén.
(b) En cada jugada se prohibe que el jugador retire la misma cantidad de
piedras que retir6 su oponente en la jugada previa.

Pierde el jugador que en su turno no pueda realizar una jugada vélida. Deter-
minar cuél jugador tiene estrategia ganadora y encontrarla.

Problema 6. Un hexégono convexo se denomina bonito si tien cuatro diag-
onales de longitud 1, cuyos extremos incluyen todos los vértices del hexigono.

(a) Dado cualquier niimero k, mayor que 0 y menor o igual que 1, encontrar

un hexsgono bonito de 4rea k.

(b) Demostrar que el 4rea de cualquier hexdgono bonito es menor que 5.
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XLI Olimpiada Internacional de Matematicas

Problema 1. Dos circunferencias T'; y ' se cortan en M y N. Sea l la
tangente comin a I'; y I's tal que M estd mas cerca de [ que N. La recta [ es
tangente a I'y en A y a I'; en B. La recta paralela a [ que pasa por M corta,
denuevoal;ienCyalsen D. LAsrectas CAy DB se intersectan en E; las
rectas AN y CD se intersectan en P; las rectas BN y CD se intersectan en Q.
Demostrar que EP = EQ.

Problema 2. Sean a,b,c niimeros reales positivos tales que abc = 1. De-

mostrar que
(a—1+1> (b—1+l) (c—1+l) <L
b c a

Problema 3. Sea n > 2 un nimero entero positivo. Inicialmente hay n
pulgas en una recta horizontal, y no todas estidn en el mismo punto. Para un
nimero real positivo A, definimos un salto como sigue: Se eligen dos pulgas
cualesquiera situadas en puntos A y B con A a la izquierda de B; luego, la
pulga situada en A salta hasta el punto C de la recta, ubicado a la derecha de
B, tal que % =\

Determinar todos los valores de \ tales que, para cualquier punto M de la recta
y cualesquiera posiciones iniciales de las n pulgas, existe una sucesién finita de
saltos que permite situar a todas las pulgas a la derecha de M.

Problema 4. Un mago tiene cien tarjetas numeradas del 1 al 100. Las coloca
en tres cajas, una roja, una blanca y una azul, de modo que cada caja contiene
por lo menos una tarjeta.

Una persona del piblico selecciona dos de las tres cajas, elige una tarjeta de
cada una, y anuncia a la audiencia la suma de los ndimeros de las dos tarjetas
elegidas. Al conocer esta suma, el identifica la caja de la cual no se eligié
ninguna tarjeta.

(De cudntas maneras se pueden distruibir todas las tarjetas en las cajas de
modo que este truco siempre funcione?

(Dos maneras de distribuir se consideran distintas, si hay al menos una tarjeta
que es colocada en una caja diferente en cada distribucién.)

Problema 5. Determinar si existe un entero positivo n tal que exactamente
2000 nimeros primos diferente dividen a n, y n divide a 2" + 1.

Problema 6. Sean AH,;, BH,, CHj las alturas de un tridngulo acutdngulo
ABC. La circunferencia inscrita en el tridngulo ABC' es tangente a los lados
BC, CA, AB en los puntos T1, Ty, T3 respectivamente.

Sea l; la recta que es simétrica a HoHz con respecto a T2Ts, I3 la recta que es
simétrica a. H3H; con respecto a 1377, I3 la recta que es simétrica a Hy Hy con
respecto a 11 75.

Demostrar que Iy, ls, I3 determinan un tridngulo cuyos vértices son puntos de
la circunferencia inscrita en el tridngulo ABC.
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Soluciones de los Problemas

Soluciones a los Problemas de Concursos
Estatales

Solucién al problema 1. Tenemos 8 maneras de elegir una pieza para la
primer casilla, 4 para la segunda (pues debe ser del color opuesto a la de la
primer casilla), 3 para la tercera (debe tener el mismo color que la primer pieza
elegida y no puede ser esa), etc. Vemos que hay 8-4-3-3-2-2-1-1 = 1152
formas de acomodar las piezas.

Solucién Alternativa. Como tenemos cuatro piezas de cada color, tenemos
que alternar piezas blancas y negras en la columna. El orden de las piezas
negras se puede elegir de 4! = 4-.3-2-1 = 24 y también el de las blancas.
Tenemos dos opciones para elegir el color de la pieza en la primer casilla de la
columna. Por lo tanto, tenemos 2(24)% = 1152 formas de acomodar las piezas.

Solucién al problema 2. El niimero méximo puntos que se pueden agregar
se presenta cuando se agrega un punto diferente por cada pareja de nimeros.
Hay 10 parejas posibles, de modo que se tienen al final a lo més 15 puntos (10
que se agregan mas los cinco originales). Es facil ver que los puntos se pueden
acomodar de manera que realmente se alcance este maximo.

Si A,B,C,D y E son los puntos en el orden que aparecen en la recta, cuando
menos agregamos los puntos medios de los segmentos AB, BC,CD y DE. Por
lo tanto, se tienen al final, al menos 9 puntos. Si acomodamos los puntos de
modo que AB = BC = CD = DE, se agregan s6lo cuatro puntos, por lo que
el minimo buscado es 9.

Solucién al problema 3. Sean a y b las longitudes de los catetos. Como
la hipotenusa mide 10, va? + b2 = 10. Como el perimetro es 24, a + b = 14.
Entonces, el drea es $ab = } [(a +b)? — (a? +b%)] = (142 — 10%) = 24.

Solucién al problema 4. Sea z el niimero de saltos que debe dar el perro
para alcanzar al conejo. En el tiempo que el perro da z saltos, el conejo da %z.
La distancia que recorrida por el conejo en 2z + 50 saltos debe ser la misma
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5
que la recorrida por el perro en z saltos. Por lo tanto, fgﬂ = %, de donde
z = 300.

Solucién al problema 5. Sean %,y y z nimeros que cumplan las condiciones,
es decir, tales que TYytz=zz+y=yz+z=1. Dezz+ Y = yz + z deducimos
que (z—y)(2—1) = 0. Porlo tanto, o bien z = y, o bien z = 1. Andlogamente
tenemosquea:zzoy:1,yquey:zo:z:=1.

Si 2 =y = 2, entonces las tres ecuaciones originales se convierten en una:
?+2—-1=0. Esto nos da dos soluciones: z =y = = "l—gﬁyxzyzz:
—1:1:2 V5

Ahora supongamos que no son las tres iguales, digamos que z # 2. Entonces,
y = 1. Las tres ecuaciones originales se reducen a dos: zz = ( yrz+z=1.
Tenemos aqui dos soluciones: z — Oy=lLz=1yz=1, ¥y =1,z =0. Hicimos
el caso z # 2, los otros son anélogos y vemos que si no son las tres iguales, dos
de ellas deben ser 1 y la otra 0.

Solucidn al problema 6. Si los tres enteros consecutivos son 1 — Lnyn+1,
la suma de los posibles cocientes es

n n+l n—-1 n+l1 n-1 n

n—-1 n-1 n n n+1+n+1’
Simplificando, vemos que

2 3 648
n

5=6+ o

n—1 n+1

por lo que S es entero si y s6lamente si n? — 1 es un divisor de 6. Esto ocurre
linicamente para n = 2, pues paran =3, n% - 1 ya pasa de 6.
Por lo tanto, la dnica terna de enteros consecutivos que cumple es (1, 2,3).

Solucién al problema 7. Consideremos los tridngulos CDE y FBC. Clara-
mente B = CD y BC = DE. Ademss, /FBC = 60° + LABC = 60° +
LADC = [/CDE. Por lo tanto, CDE y FBC son congruentes. Entonces,
FC = ECy (FCE = /BCD — (LFCB + (DCB) = /BCD — (LFCB +
LCFB) = /BCD — (180° — L{FBC) = /BCD + LFBC - 180° = 60°. Por lo

tanto, FCE es equiltero. g
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Solucién al problema 8. Para toda k mayor igual que 1, n = 92" -1 cumple.
En efecto, d(n) = 2* divide a n, pues k < 2* — 1. También podemos tomar
n=2%"-132"-1 ot

Solucién al problema 9. Multiplicando las ecuaciones se obtiene (zy)*+¥ =
(zy)?, de donde z+y = 2. Entonces, la primer ecuacién nos da z2 = y=2-uz,
osea, (z—1)(x+2)=0. Comoz >0,z =1ycomo z+y = 2, y = 1, también.

Solucién al problema 10. Sean a, b y c las soluciones de la ecuacién. En-
tonces, 28 —z+k = (z—a)(z—b)(z—c) = 2° — (a+b+c)z2+ (ab+bc+ca)z—abe,
de donde,

a+b+c = 0
ab+bc+ca = -1
abce = —k.

De la primer ecuacién, ¢ = —(a + b), sustituyendo esto en la segunda, —1 =
ab+ (a + b)c = ab — (a + b)%. Esto equivale a (2a + b)? + 3b%> = 4. Entonces,
b= -1,001 (si no, 3v> > 4). Hallaremos los valores de k en los tres casos.
Notemos que k = ab(a + b).

Sib=-1,(2a—1)2=1,dedondea=001y k =0 en ambos casos.

Si b= 0, k = 0 sin importar el valor de a.
Sib=1,(2a+1)2=1,dedondea=00 —1y k =0 en ambos casos.

Por lo tanto, k debe ser 0.

Solucién al problema 11. La potencia de Y con respecto a C esYP-Y A =
YQ-YX y con respecto a D es YP-YB = YQ-YZ. Como YA = YB,
deducimos que YX =Y Z.

4 B
P

Solucidn al problema 12. Designemos por una letra a cada cuadro.

A|C|E|G
B|D|F|H
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Para el cuadro A puede usarse cualquiera de los 4 colores. Para el cuadro B,
como no podemos usar el mismo color del cuadro A, podemos colorearlo con
cualquiera de los 3 colores restantes. Por lo tanto, los primeros cuadros de
ambas bandas pueden colorearse de 4 x 3 = 12 formas.

Ahora pasemos a colorear los cuadros C y D. Tenemos dos casos:

(a) El cuadro C tiene el mismo color que el cuadro B. En este caso,
podemos colorear al cuadro D de 3 formas, puesto que también podemos
usar el color de A.

(b) El color de C es diferente al de B. En este caso, tenemos 2 formas
de colorear C, puesto que no podemos usar el color de A (y estamos
suponiendo que es distinto al de B). Para el cuadro D podemos usar 2
colores, puesto que tiene que ser diferente al color de B y al de C.

En este caso tenemos 2 x 2 = 22 = 4 formas de colorear C y D.

Juntando los resultados de los casos anteriores, tenemos que el ndmero total
de formas de colorear Cy Des 3 +4 =7.

Por lo tanto, hasta aquif tenemos que las formas de colorear A, B, C y D son
(# de formas de A y B)x(# de formasde Cy D) =12 x 7.

Para colorear E y F tenemos los mismos dos casos anteriores, por lo que se
pueden colorear también de 7 formas y para G y H tenemos la misma situacién.
Entonces el nimero total de formas es:

12X 7TXT7x7=12x 7 =12 x 243 = 4116.

Solucién al problema 13. Tenemos que ZMDA = /ABD, por ser semins-
crito e inscrito respectivamente al arco AD. Entonces, /M DB = /MDA +
LADB = (ABD + [ADB = [CAB. Anélogamente, /MCB = /DAB.
Por lo tanto, la suma de los dngulos en C' y D del cuadrildtero BCMD es
LCAB + (DAB = 180°, de modo que B,C,D y M est4n sobre una circunfe-

rencia.

M, D

Solucidn al problema 14. Los cuadrados perfectos terminan en 0,1,4,6 0 9.
Como 2n + 1 es cuadrado, n termina en 0,4,50 9, y como 3n +1 es cuadrado,
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n termina en 0,1,3,5 0 6. Por lo tanto, n termina en 0 o 5, es decir, n es
multiplo de 5.

Los cuadrados de niimeros impares son siempre de la forma 8k + 1, ya que
(28+1)> =ds(s+1)+1y s(s+ 1) siempre es par. Como 2n + 1 es el cuadrado
de un impar, es de la forma 8k + 1, 0 sea, n = 4k. Sin no fuera miiltiplo de 8,
seria de la forma 8r + 4, pero entonces, 3n + 1 = 8(3r + 1) + 5 no podria ser
cuadrado. Esta contradiccién muestra que n es miultiplo de 8.

Por ser multiplo de 5 y de 8, n es multiplo de 40.

Solucién al problema 15. Sea a la fecha de la esquina, inferior izquierda.
Entonces, el cuadro arrancado es:

a—14 |a—-13 |a—12
a—7 | a—6 | a-5
a a+1 | a+2

La suma de las fechas es 9(a — 6), que es miiltiplo de 13 si y sblo si a — 6 es
miiltiplo de 13. Como a es una fecha de por lo menos la tercer semana de un
mes, 15 < a. Adem4s, hay dos dfas después de a en el mes, por lo que a < 29.
En ese rango, el tnico valor de a tal que a — 6 es miltiplo de 13 es 19.

Solucién al problema 16. Sean a,b,c,d, e, f y g los siete niimeros alrededor
del circulo, nombrados en el sentido de las manecillas del reloj. O bien a
divide a b, o bien b divide a a. Supongamos que a divide a b, el otro caso es
andlogo. Si b divide a ¢, también a divide a ¢ y terminamos pues a y c tienen
la propiedad pedida. Supongamos, pues, que b no divide a c. Entonces, ¢ debe
dividir a b. Ahora repetimos el argumento. Si d divide a ¢, también divide a
b y terminamos. De lo contrario, ¢ divide a d. De la misma forma vemos que
terminamos a menos que e divida a d y a [ ¥ que ademss g divida a f.
Ahora terminamos en cualquier caso, pues si a divide a g, a divide a f; y si g
divide a a, g divide a b.

Solucién al problema 17. Como los tridngulos BMN y BMC comparten
la base BM, basta ver que tienen alturas iguales, es decir, que NC es paralela,
a BM. Como ABLM es ciclico, LZAMB = /ALB. Del tridngulo ABL vemos
que LALB =180° — LBAL - LABL =180° - £A _ /B = /C + 44,

Por otra parte, LZACN = /C + /BCN = /C + /BAN — LC + —%4, pues

ABNC es ciclico. Como ZAMB = /ACN , concluimos que BM es paralela a

NC, como faltaba probar.
A
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Solucién al problema 18. No hay forma de llegar. En efecto, supongamos
que la hay y que se lleva n pasos (de un espacio el primero, dos el segundo,
etc.). Entonces, 14+2+---+n es el nimero de espacios avanzados en total. Se
avanzan 1000 hacia la derecha y 1000 hacia arriba, de donde ﬂl‘;—ll = 2000.
Pero entonces (2n + 1) = 4n(n + 1) + 1 = 8- 2000 + 1 = 16001, lo cual es
absurdo pues 16001 no es un cuadrado perfecto.

Solucién al problema 19. Para cada digito a del uno al nueve, en la suma,
hay 9° nimeros que terminan en a; la suma de esos 9° niimeros termina en el
mismo digito que 9%a. Entonces, la suma buscada términa en el mismo digito
que 9°(14+2+---+9) = 95 - 45, que termina en 5 por ser un miiltiplo impar
de 5.

Solucién Alternativa. Agrupamos los sumandos en parejas: el nimero con
digitos abedef con el a'b'c’d'e'f’ donde @/ = 10 — a, ' = 10 — b, etc. (por
ejemplo, una pareja la forman 459122 y 651988). La suma de los dos ntimeros
de cada pareja termina en cero. El tinico ndmero sin pareja es 555555, por lo
que la suma, total termina en 5.

Solucién al problema 20. Sea a el niimero de veces que aparece el 1 en los
digitos de N. Entonces 2 aparece 2a veces; 3, 3a veces, etc. Como N tiene 2000
digitos, 2000 = 20 + a + 2a + - - - + 9a = 20 + 45a, de donde a = 44. La suma
suma de los digitos de N es 20-0+a+2%a+ 32%a+ - - -9%a = 285a = 12540, que
es miltiplo de 3, pero no de 9, por lo que N también es multiplo de 3, pero no
de 9. Entonces, N no es un cuadrado perfecto.

Solucién al problema 21. Como los tridngulos ABC y ABsC5 son seme-
jantes, % = %413};_%2 = (%61)2, de donde ByC5 = %BC’.

Solucién al problema 22. Para cualquier entero k, z = 2k2, y=2ky
z = 2k? + 1 es una solucién.

Solucién al problema 23. Consideremos 7 enteros cualesquiera. Si dos de
ellos son miltiplos de once, esos dos cumplen lo pedido. Supongamos ahora
que hay al menos seis que no son miltiplos de 11. Agrupamos en parejas sus
posibles residuos al dividir entre 11: {1,10},{2, 9}, {3, 8}, {4, 7}, {5,6}. Dos de
los seis nimeros deben tener residuos iguales o de la misma, pareja, y entonces,
su resta o su suma respectivamente, es miiltiplo de 11.

Solucién al problema 24. Cualquier nimero se puede escribir en la forma
T = pi*pl?---p%= con pg primo. La cantidad de divisores de z es P = (1 +
1)(a2 + 1) --- (an + 1), las hipétesis del problema nos dicen que P es primo,
luego, todos los factores de P tienen que ser 1'con excepcién de uno, digamos
el r-ésimo. Entonces z = p®. Como z es un cuadrado perfecto, a, es par.
También, o, + 1 debe ser primo.

Por lo tanto, hay 16 cuadrados perfectos < 1000 con un nimero primo de
divisores. Estos son:

22, 24, 28, 32, 34, 3%, 52, 54, 72, 112, 132, 172, 192, 232, 292 y 312.
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Solucién al problema 25. El nimero en la casilla del renglén i y la columna
Jj es 8(i—1)+j. Decimos que la contribucién de la columna es j y la del renglén
es 8(i — 1).

Consideremos un arreglo mitolégico cualquiera. Como debe haber una casilla
del arreglo en cada columna, la contribucién de las columnas del arreglo es
1+2+---+8=236. Anélogamente la contribucién de los renglones es 8(1 —
1)+8(2-1)+---+8(8—1)=8(1+---+7) = 224. Por lo tanto, la suma de
los ntimeros de las casillas del arreglo es 36 + 224 = 260.

Solucién al problema 26. Buscamos que el primer grupo tenga a 1, a y b
(con 1 < a < b < n). El producto de esos nimeros es ab. La suma de los

nimeros del segundo grupoes 1+2+---4+n— (1+a+b)—ﬂ§l+—ll (1+a+b)

Asf que basta ver que existen enterosay btalesque 1< a<b<ny % "+1

l+a+b+ab=(a+1)(b+1).
Slnespar,tomamosa:%—1yb:n.

Si n es impar, tomamosa =21 —~1yb=n—1.

En ambos casos, usando que n > 4, se puede ver que 1 < a < b < n.

Solucién al problema 27. Si acomodamos al 1 en una posicién impar (es
decir, en el primer, tercer, quinto, séptimo o noveno lugar), por las condiciones
del problema, deberiamos acomodar también el 2, 3, ..., 9 en una posicién im-
par. Esto es imposible pues sélo hay cinco posiciones impares. Si acomodamos
el 1 en una posicién par, los demas nimeros también deben acomodarse en
las posiciones pares, pero s6lo hay cuatro de ellas. Por lo tanto, no es posible
acomodar los ndimeros cumpliendo las condiciones.

Solucién al problema 28. Sea E la interseccién de BI con AC. Por el
teorema de la bisectriz, g—g = BC Tenemos también la relacién obvia, AE +

EC = AC. De estas dos podemos despejar AE = AB-AC.  Ahora notemos

AB+BC*
que AT es blsectrlz del tridngulo BAE. Entonces, nuevamente por el teorema
de la bisectriz, $f = 48 = ABBC,
Sea M el punto medio de AC. Sabemos que = 2. Sélo resta observar que,
por el teorema de Tales, IG es paralelo a AC’ 51 y sélo si fEI gc es decir, si
y s6lo si 4BEBC — 9,
B
I a ‘
el
A i C

Solucién al problema 29. Notemos que en cualquiera de las cuatro posi-
ciones las combinaciones 1932, 2748 y 9215 tienen digitos diferentes (es decir,
sus primeros digitos son diferentes, sus segundos digitos son diferentes, etc.).
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;Cuéles combinaciones pueden ser la correcta? La combinacién correcta debe
coincidir con cada una de esas tres combinaciones en alguna posicién, y en
la posicién restante, no puede tener ninguno de los tres digitos que aparecen
en esa posicién en esas tres combinaciones. Podemos elegir de 4 formas en
qué posicién coincide con 1932, luego de 3 formas en qué posicién coincide
con 2748, luego de dos formas en qué posicién coincide con 9215, y después,
podemos elegir de 7 formas el digito de la posicién restante. Por lo tanto, hay
4-3.2.7 = 168 combinaciones que podrian ser la correcta segtin la informacion
del problema; como no podemos saber cuél de ellas es la correcta, el minimo
ntimero de combinaciones a checar para abrir el candado es 168.

Solucién al problema 30. Sea ABC un tridngulo, O su circuncentro, EyF
los pies de las alturas desde B y C respectivamente. Como BCEF es ciclico,
/AEF = (B. El tridngulo AOC es isésceles y LAOC = 2.B, de modo que
/OAE = 90° — /B. Por lo tanto, AO es perpendicular a EF.

C

Solucién al problema 31. Supongamos fue después de k noches que se hizo la
observacién. Ha habido hasta entonces, 3k pares de personas que salen a cenar
juntas (cada noche hay 3 pares). Por lo tanto, 3k = (5), o sea, n(n — 1) = 6k.
De esta relacién es ficil ver que n deja residuo 0,1,3 o 4 al dividir por 6.

Sea A una de las n personas. Cada noche que A est4 entre las tres personas que
salen a cenar juntas, A cena con dos personas. Como sabemos que A no repite
compaiieros (cada dos personas cenan juntas exactamente una vez), n— 1 debe
ser par. Entonces, n no puede dejar residuo 0 o 4 al dividir por 6, por lo tanto,
deja residuo 1 0 3.

Solucién al problema 32. Supongamos que €S posible y sea S la suma de
los ntimeros de cualesquiera tres aristas concurrentes. Si para cada vértice
sumamos los nimeros de las tres aristas que llegan a él, obtenemos 8S5. Esta
misma suma la podemos calcular de otra forma: sumamos dos veces el nimero
de cada arista, una vez por cada uno de sus extremos. Entonces, 85 = 2(1+2+
..-+12) =156, 0 sea, S = 89 lo cual es absurdo. Esta contradicciéon muestra
que es imposible numerar las aristas de manera que cumplan lo pedido.

Solucién al problema 33. Tenemos que la suma, del problema es mayor que

a b c d
a+b+d+c+b+c+a+d+c+d+b+a+d+a+c+b—

a+b+c+d 1
at+btc+d

k)
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Yy es menor que

a b c d
a+b+b+a+c+d+d+c_
a+b ﬂ_Q
a+b c+d 7

por lo que no puede ser entera.

Solucién al problema 34. Sea S la interseccién de OA con la circunferencia,
y sea @ la interseccién de OA con PD. Como SA es didmetro, ZACS = 90°.

Los tridngulos APQ y ASC son semejantes ya que comparten ZCAS y LACS =
LAQP = 90°; luego, LAPD = LASC. Entonces, los tridngulos APD y ABD
son congruentes, ya que, /PAD = %LA =(/DABy (APD = /ASC = /ABD
y comparten el lado AD. Por lo tanto, AP = AB.

Solucién Alternativa. Probamos sélo que ZAPD = /ABD, el resto es como
en la primera solucién. Tenemos que ZAPD = 90° — /PAO = 90° — /CAO =
LB, ya que el tridngulo AOC es isésceles y ZAOC = 2/B.

Solucién al problema 35. Todos los primos mayores que 3 son de la forma,
6k = 1. Por lo tanto, la suma de los primos menores que 2000 es a lo més

24+3+(6-1-1)+(6-1+1)+(6-2—1)+(6-2+1)+- - -+(6-333—1) + (6-333+ 1)

- 334
:2+3+12(1+2+---+333):5+12%:667337.

Esto es casi el resultado que queremos, podemos mejorarlo notando que en la
suma incluimos a 133 = 6 - 22 + 1 que no es primo, por lo que la suma de los
primos menores que 2000 es a lo mis 667337 — 133 = 667204.

Solucién al problema 36. Primero notemos que hay a lo més cinco edades
diferentes entre los asistentes a la reunién: si por el contrario, hubieta seis o
més, podriamos encontrar seis personas tales que no hubiera dos de ellas de la
misma edad, lo cual viola una de las condiciones del problema. Como hay a lo
més cinco edades distintas, hay a lo m4s 5- 5 - 2 = 50 combinaciones posibles
de nacionalidad, edad y sexo. Como 201 > 4 - 50, alguna de las combinaciones
debe ocurrir al menos cinco veces.
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Solucién al problema 37. Sea E el punto diametralmente opuesto a B
en la circunferencia que pasa por A,B,C y D. Como BE es un didmetro
de la circunferencia, el tridngulo BCE es rectdngulo. Entonces, ZCBE =
90° — /BEC = 90° — /BAC = LABD. Por lo tanto, los arcos subtendidos
por CE y AD son iguales, y como consecuencia, CE = AD. Por el teorema de
Pit4goras, BC? + CE? = BE?, o sea, BC? + AD? = (2r)2.

A

N\

C

Solucién Alternativa. Sean a y 8 las medidas de los dngulos inscritos en
los arcos BC' y AD respectivamente. Como AC es perpendicular a BD, a +
B = 90°, de donde sen3 = cosa. Por la ley de senos, BC = 2rsena y
AD = 2rsen 3. Entonces, BC? + AD? = 4r? sen® o+ 4r% sen? 8 = 4r?(sen® o+
cos® @) = 4r?.

Solucién al problema 38. Si en cada vértice hay a semillas y la hormiga
atémica recorre el cuadrado primero en el sentido de las manecillas del reloj y
después en el sentido contrario, entonces dejard 5a semillas en cada vértice. A
este tipo de recorrido le llamamos jitterbug.

Si en cada vértice hay a semillas y la hormiga atémica camina al siguiente
vértice en el sentido de las manecillas del reloj y después, desde ese vértice,
recorre en el sentido contrario a las manecillas del reloj todo el cuadrado,
entonces dejard 2a semillas en cada vértice. Este recorrido es un foz trot.
Después de ejecutar tres jitterbugs y cuatro foz trots, habra 5% - 2¢ = 2000
semillas en cada vértice.

Solucién al problema 39. La ecuacién dada equivale a n(p + ¢ + 1) = pq,
o sea que p+ g+ 1 es un divisor de pg. Como p y ¢ son primos, los divisores
de pg son 1,p,q y pg. S6lo uno de ellos es mayor que p y que q. Por lo tanto,
P+q+1=pgyn=1 Depg=p+q+ 1 obtenemos (p—1)(g —1) = 2. Las
solucionesson p=2,q=3yp=3,g=2.

Solucién al problema 40. Supongamos que hay d horas de diferencia entre
México y la isla (es decir, que en si en México son las ¢ horas; en la isla son las
t+d horas). Entre las 6:25 de la mafiana del lunes (hora de México) y las 2:10
de la tarde del martes (hora de la isla) transcurrieron 31 hrs 45 min —d, lo cual
debe ser la duracién del vuelo de ida. De la 1:35 de la tarde del jueves (hora de la
isla) a las 3:20 de la tarde del jueves (hora de México) pasaron 1 hr 45 min +d,
lo cual debe ser la duracién del vuelo de regreso. Entonces, como los vuelos de
ida y vuelta duran lo mismo, podemos igualar las dos duraciones para obtener
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d = 15 hrs . Entonces, cuando en México son las 4:00 de la tarde del sdbado,
en la isla son las 7:00 de la mafiana del domingo.

Solucién al problema 41. Con regla y compés es ficil construir el punto R
tal que APR es tridngulo rectdngulo is6sceles con dngulo recto en A y tal que
Q este dentro del dngulo RAP. Después trazamos R(Q, las perpendiculares a,
RQ por Ay por P, y la paralela a RQ por A; estas cuatro rectas son los lados
del cuadrado.

RD _Qc
P
A B

Para ver que la construccién funciona, s6lo debemos probar que R esté so-
bre CD. Notemos que AB = AD vy, por construccién, AP = AR. Adems4s,
LPAB = (RAD porque construimos R tal que ZPAR = 90° = /BAD. En-
tonces, los tridngulos ABP y ADR son congruentes por lo que ZADR = 90°,
es decir, R estd sobre CD.

Solucién al problema 42. Notemos que:

(a,b) + [a,b] =a+Db

(a,b)? + [a, b](a, b) = a(a,b) + b(a, })
(a,b)? + ab = a(a,b) + b(a, b)

(@ - (a,b)) (b— (a,b)) =0

a= (a,b) ob=(a,b)

a divide a b o b divide a a

IR

Como a < b, debe ser que a divide a b.

Solucién al problema 43. Sea D el punto de AM tal que BM = DM.
Tenemos que LBMD = (BCA = 60°, luego, el tridngulo BDM es equilatero.
Como LABC = (DBM (= 60°), LABD = /CBM. También, /BAD =
LBCM, por lo que los tridngulos ABD y CBM son congruentes (tienen los
4ngulos iguales y AB = CB). Entonces, AD = CM y por lo tanto, AM =
AD + DM = CM + BM, como queriamos.

A

BYX ; 70
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Solucién Alternativa. Aplicando el teorema de Ptolomeo al cuadrildtero
ABMC, obtenemos BC-AM = AC-BM +AB-CM. Como AB = BC = AC,
la ecuacién anterior es equivalente a la que debemos probar.

Solucién al problema 44. Pintemos los cuartos de blanco y negro como
tablero de ajedrez, con el cuarto de la esquina superior derecha negro. Notemos
que (a) hay 25 cuartos negros y 24 blancos, (b) cada vez que el ratén cruza
una puerta va de un cuarto blanco a uno negro, o viceversa, (c) para recorrer
todos los cuartos el ratén debe atravesar 48 puertas, (d) el ratén empieza en un
cuarto blanco. De (b), (¢) y (d) deducimos que, de recorrer todos los cuartos,
el ratén pasarfa por 25 cuartos blancos y 24 negros; esto contradice (a). Por lo
tanto, el ratén no puede visitar todos los cuartos.

Solucién al problema 45. Sea a = n® —n” —n® +n%. Como 360 = 23325,
debemos probar que a es miiltiplo de 8, 9 y 5.

Si n es par, n® es miiltiplo de 8, y por lo tanto, a también. Si n es impar,
tanto n — 1 como n + 1 son pares, por lo que a = n3(n —1)2(n+1)?(n? + 1) es
miultiplo de 16. Por lo tanto, a siempre es multiplo de 8.

Si n es miltiplo de 3, a es miltiplo de 27. Si n es de la forma 3k £ 1, n? — 1
es miltiplo de 3 y por lo tanto, a = n3(n? — 1)?(n? + 1) es miiltiplo de 9. En
cualquier caso, a es miltiplo de 9.

Si n es miltiplo de 5, a es mdltiplo de 125. Si no, n* — 1 es miltiplo de 5 y
por lo tanto, a = n3(n? — 1)(n? — 1) también. En cualquier caso, a es miiltiplo
de 5.

Solucién al problema 46. Notemos que NB = NC, de modo que la cir-
cunferencia C con centro en N y radio NB pasa por C. Reflejemos la figura
en AN. Como AN pasa por el centro de C, esta circunferencia se refleja en si
misma. El lado AB se refleja en el lado AC (y viceversa), porque AN es la
bisectriz del 4ngulo A. Por lo tanto, B y P, los puntos de interseccién de C con
AB, se reflejan en Q y C, los puntos de interseccién de C con AC. Ademds L
se refleja en si mismo. Entonces los tridngulos BLP y QLC son congruentes,
de donde /BLP = /QLC y son colineales P, L'y Q.

Solucién al problema 47. Estas son soluciones con 16 guardias para ambas
figuras:
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Cada figura tiene 64 puntos. Cada guardia vigila a lo més cinco puntos. Doce
guardias vigilan a lo mds 12-5 = 60 puntos. Por lo tanto, se necesitan al menos
13 guardias por figura.

Veamos si podemos mejorar la cota. Para vigilar un punto en una esquina, se
necesita un guardia en ese punto o uno de sus dos vecinos. Dicho guardia vigila
s6lo 3 0 4 puntos. Es decir, perdemos (al menos) un punto vigilado por cada
esquina de la figura. Entonces, en la figura de la derecha 13 guardias vigilan a
lo més 13- 5 — 4 = 61 puntos, por lo que 13 guardias no bastan. Para la figura
de la izquierda, que tiene 8 esquinas, 14 guardias no bastan: 14-5 — 8 = 62.

Solucién al problema 48. Los ntimeros son de la forma 3°5°7¢11413¢177.
El producto de ntiimeros de esa forma vuelve a ser de esa forma; es un cubo si
y s6lo si los seis exponentes son multiplos de tres. Podemos proceder de dos
maneras:

Primera forma. Como a puede dejar uno de tres posibles residuos al dividir
por 3, de los 2000 ntimeros debe haber al menos 667 “cuya a” (es decir, cuyo
exponente de 3), deja el mismo residuo al dividir por 3. De la misma, manera,
de esos 667 debe haber al menos 223 cuya b deja el mismo residuo al dividir
por 3; de esos 223, al menos 75 tienen ¢’s con el mismo residuo; de esos 75, hay
25 cuya d deja el mismo residuo; de esos 25, al menos 9 tienen €’s que dejan el
mismo residuo al dividir por 3; finalmente, de esos 9, debe haber al menos tres
cuya f deje el mismo residuo al dividir por 3. Estos tres nimeros cumplen lo
pedido, pues sus a’s dejan el mismo residuo al dividir por tres y lo mismo es
cierto de sus b’s, ¢’s, d’s, e’s y f’s.

Segunda forma. Hay tres posibilidades para el residuo al dividir por 3 de cada
uno de los seis exponentes, por lo tanto, en cuanto a los residuos, hay 36 =729
posibilidades para los exponentes. Entonces, entre los primeros 2-729+1 = 1459
de los 2000 nimeros hay al menos tres cuyos exponentes correspondientes dejan
los mismos residuos al dividir por 3. El producto de esos tres es un cubo. Esta
solucién muestra que no se requieren los 2000 nimeros para hallar tres cuyo
producto es un cubo.

Solucién al problema 49.

(a) No: hay 8 lineas entre renglones, columnas y diagonales, pero sélo 7
sumas posibles (—3,—-2,-1,0,1,2,3).

(b) Supongamos que es posible. La suma de las sumas de las 6 lineas (ren-
glones y columnas) es dos veces la suma de todos los nimeros del tablero,
por lo que es par. Por otra parte, las sumas de las lineas son 6 de los 7
ntimeros —3,—2,—1,0,1,2, 3, y la suma de los 7 es cero. Por lo tanto, el
niimero que no aparece como suma de una linea debe ser par. En particu-
lar, tanto —3 como 3, son sumas de alguna linea. Podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que el primer rengl6n tiene tres unos y el segundo,
tres menos unos. Para que las tres columnas tengan sumas diferentes, los
ndmeros del tercer renglén debe ser 0,1 y —1 en algiin orden. Pero en-
tonces, tanto el tercer renglén, como la columna con el 0, tienen suma
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cero. Esta contradiccién muestra que es imposible llenar las casillas en
la forma pedida.

Solucién al problema 50. Los tridngulos rectingulos ABC y AFB son
semejantes, por lo que ZBCA = /(FBA. Como el cuadrilitero AFBE es
ciclico, LZAEF = LABF. Luego, LAEF = /BCA = (DCA. Por lo tanto,
los tridngulos AEF y ACD son semejantes por tener dos dngulos iguales. En-
tonces, %f: = %, es decir, AC - AF = AD - AE.

A

C B D

Solucién al problema 51. Notemos que si la construccién es posible para
n = k, tomando cuadrados de lado menor contenidos en el de k, obtenemos
cuadrados que cumplen las condiciones para n < k.

En la figura se muestra un cuadrado con n = 4, por lo que la construccién es
posible para n =1,2,3 y 4.

Ahora veremos que no es posible para n > 5, para esto, basta ver que es
imposible para n = 5. Supongamos que fuera posible. Cada columna del
cuadrado debe tener al menos tres cuadros del mismo color. Como son cinco
columnas, debe haber al menos tres en las que predomina el mismo color,
digamos que en las columnas A, B y C predomina el negro. Entonces, A,
B y C tienen cuadros negros en 9 renglones contando renglones compartidos.
(Decimos que dos columnas comparten un renglén si ambas tienen un cuadro
negro en ese renglén.) Por las condiciones del problema cualesquiera dos de
A, B y C comparten a lo mis un renglén. Entonces, hay cuadros negros en al
menos 9 — 1 —1—1 = 6 renglones, lo cual es qbsurdo. )

Solucién al problema 52. Observemos que 3 —4(3 —a)(3 —b)(3 —¢) =
(@ + b+ c) — 2ab — 2bc — 2ca + 4abe = (a + b + ¢)? — 2ab — 2bc — 2ca + 4abc =
a? + b? + ¢® + 4abe. Ahora, por la desigualdad del tridngulo,a < b+c=1—a,
o sea, a < 3. Entonces (1 —a)(3 — b)(3 — ¢) > 0, que en vista de la primer
cadena de igualdades equivale a lo que queremos probar.
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cero. Esta contradiccién muestra que es imposible llenar las casillas en
la forma pedida.

Solucién al problema 50. Los tridngulos rectdngulos ABC y AFB son
semejantes, por lo que /ZBCA = /FBA. Como el cuadrilitero AFBE es
ciclico, L/AEF = /ABF. Luego, LAEF = /BCA = (DCA. Por lo tanto,
los tridngulos AEF y ACD son semejantes por tener dos dngulos iguales. En-

tonces, % = %%, es decir, AC - AF = AD - AE.
A

c B D

Solucién al problema 51. Notemos que si la construccién es posible para
n = k, tomando cuadrados de lado menor contenidos en el de k, obtenemos
cuadrados que cumplen las condiciones para n < k.

En la figura se muestra un cuadrado con n = 4, por lo que la construccién es
posible para n =1,2,3 y 4.

Ahora veremos que no es posible para n > 5, para esto, basta ver que es
imposible para n = 5. Supongamos que fuera posible. Cada columna del
cuadrado debe tener al menos tres cuadros del mismo color. Como son cinco
columnas, debe haber al menos tres en las que predomina el mismo color,
digamos que en las columnas A, B y C predomina el negro. Entonces, A,
B y C tienen cuadros negros en 9 renglones contando renglones compartidos.
(Decimos que dos columnas comparten un renglén si ambas tienen un cuadro
negro en ese renglén.) Por las condiciones del problema cualesquiera dos de
A, By C comparten a lo mas un renglén. Entonces, hay cuadros negros en al
menos 9 — 1 — 1 — 1 = 6 renglones, lo cual es a:bsurdo.

Solucién al problema 52. Observemos que 3 —4(3 —a)(3 —b)(3 —¢) =

(@ + b+ c) — 2ab — 2bc — 2ca + 4abc = (a + b+ ¢)? — 2ab — 2bc — 2ca + 4abe =
a? + b% + ¢ + 4abc. Ahora, por la desigualdad del tridngulo, a < b+c=1—a,
o sea, a < 3. Entonces (3 — a)(3 — b)(3 — ¢) > 0, que en vista de la primer
cadena de igualdades equivale a lo que queremos probar.

32




Observacidn. Por la férmula de la Herén, 1(3 —a)(3 —b)(3 —c¢) es el cuadrado
del area del tridngulo de lados a, b y c. Esto nos da otra forma ver que ese
producto es positivo.

Solucién al problema 53. El lado derecho de la igualdad cuenta el niimero
de subconjuntos de {1,2,3,...,n} con m elementos. Cada uno de esos subcon-
juntos lo ordenamos de menor a mayor y nos fijamos en su k-ésimo elemento.
Aseguramos que la suma del lado izquierdo cuenta los mismos subconjuntos
segln su k-ésimo elemento. ;Cuéntos subconjuntos de m elementos hay con
k-ésimo elemento j? Los primeros k — 1 elementos los debemos de escoger
de {1,2,3,...,j — 1}, esto se puede hacer de (J_}) formas; los otros m — j

k-1
elementos los debemos elegir de {j + 1,7 + 2,...,n}, esto se puede hacer de
(:L_—J]) formas. Por lo tanto hay (J7})(”%) subconjuntos de {1,2,3,...,n}

que tienen m elementos y cuyo k-ésimo elemento es j, que es lo que faltaba
probar.

Solucién al problema 54. Sea L el punto de AK tal que el tridngulo KBL
es is6sceles con BK = BL y sea M el punto medio de KL. Entonces, AB? —
KB? = AB? — LB? = (AM? + MB?) — (LM? + MB?) = AM? — LM? =
(AM — LM)(AM + LM) = (AM — MK)AL = AK - AL. Asi que basta ver
que AL = KC.

Ahora notemos que ZLKB = LACB (= 180° — LBK A), por lo que los tridn-
gulos isésceles LBK y ABC son semejantes. Entonces, /LBK = LABC, y
L{LBA = (KBC (sumando /K BA). Como ademés LB = KB y AB = CB,
los tridngulos LBA y K BC son congruentes. Por lo tanto AL = KC, que es
lo que nos faltaba probar.

L

M

A \/ C
Solucién Alternativa. Sean R el circunradio de ABC, f=/A=/Cya=
LKAB = LKCB. De la ley de senos obtenemos KA - KC = 4R*sen /KCA -
sen ZKAC = 4R%sen(B — a)sen(a + ) y AB? — KB? = 4R?(sen? LACB —
sen’ ZKCB) = 4R?*(sen? § — sen® @). Ahora usamos las identidades:

sen(8 £ a) = sen 8 cos a = sen a:cos .
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Multiplicando las dos obtenemos:

sen(8 — a)sen(8+a) = sen®fBcos?a —sen®acos’® B
= sen® B(1 — sen® @) — sen® a(1 — sen? B)
= sen?f —sen?q,

que es lo que nos faltaba probar.

Solucién al problema 55. Como /BEA ests inscrito en el arco AB de
C, {BOA = 2/BEA. Ahora, /BOA = /BDA, pues ambos estdn inscritos
en el arco AB de D. Luego, 2/BEA = /BDA = /BED + (DBE, o sea,
(BED = /(DBE y por lo tanto DB = DE.

E

D
Y

Solucién al problema 56. Supongamos que es falso el resultado. Sea A un
embajador, A se entrevisté 1999 veces en 6 dias, por lo tanto, hay al menos un
dia en el que se entrevist6 con 334 embajadores. Las entrevistas entre esos 334
embajadores deben haber ocurrido en los otros cinco dias del congreso. Sea
B uno de esos 334 embajadores. En 5 dias realizé 334 entrevistas, por lo que
algin dia entrevist6 a por lo menos 67 de los 334 embajadores que A entrevisté
en un dia. Las entrevistas entre esos 67 no pueden haber ocurrido ni el dia en
que A entrevisté a los 334, ni el dia en que B entrevisté a los 67; entonces,
ocurrieron los otros 4 dias.

Repitiendo el argumento llegamos a que 17 se entrevistaron entre si en 3 dias,
6 embajadores se entrevistaron entre s{ en dos dfas y finalmente, que 3 em-
bajadores se entrevistaron el mismo dfa. Esta contradiccién muestra que el
resultado es verdadero.

Comentario. Con este mismo método se puede probar que si el congreso duré n
dias y hay mas de nle asistentes, hay tres que se entrevistaron entre si el mismo
dfa (e es la base de los logaritmos naturales). Como 6le es aproximadamente
1957.1629, no necesitamos que haya 2000 embajadores en el problema: bastan
1958. .

Solucién al problema 57. El méximo es 7. En efecto, calculamos ficilmente
que f(1093) = f(3+35+34+3%+32+3+1) ="T.

Ahora probaremos que para toda n, se tiene que 2n + 1 > 3/, Usaremos el
principio de induccién matemé&tica:

La desigualdad se cumple para n =0, ya que f(0) = 0.
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Supongamos que la desigualdad se cumple para toda n < k y probemos que
se cumple para k también. Necesariamente k es de la forma dm,3m+ 1o
3m + 2. Por la hipétesis de induccién, 2m + 1 > 3f(m)_ Si k es de la forma
3m 0 3m + 2, tenemos que 2k +1 > 2m + 1 > 3F(™m) = 3/(K)_ Gi k = 3m + 1,
entonces, 2k + 1 = 3(2m + 1) > 3. 3/(m) = 3f(m)+1 _ 3f(¥)

Por lo tanto, la desigualdad se cumple para toda n entre 0 y 2000.

Ahora podemos ver que 7 es el méximo. Para toda n entre 0 y 2000, tenemos

2:2000+1>2-n+1> 3/

o sea, 37" < 4001 < 38, de donde f(n) < 8.

Solucién Alternativa. Es ficil demostrar por induccién que f(n) es el
nimero de unos en la expansién en base 3 de n. Como 2000 = 22020023,
el nimero entre 0 y 2000 con m4és unos en su expansién ternaria es 11111113 =
1093, y por lo tanto el maximo es 7.

Solucién al problema 58.

° . alblcla blceclb

. . c b bla|lala
b ¢ cla|e|a

e | e alc|b|a bla|lala

El primer cuadro prueba que se pueden elegir seis casillas sin formar tridngulos
isésceles. Probaremos que seis es el méximo.

Si no elegimos ninguna casilla del cuadrado central de 2 x 2, podemos elegir a lo
més dos casillas marcadas con a en el segundo cuadro, a lo més dos marcadas
con b y alo mas dos marcadas con ¢, sin formar tridngulos isésceles. Por lo
tanto, en este caso podemos elegir a lo més seis casillas.

Si elegimos al menos una casilla del cuadro central de 2 x 2, tenemos la situacién
del tercer cuadro. Aqui podemos elegir a lo més dos casillas marcadas con a
(es facil revisar que en todas las formas de elegir tres, se forman tridngulos
isésceles) y a lo m4ds una de las marcadas con b y una de las marcadas con c.
Por lo tanto, podemos elegir a lo més cuatro de las casillas marcadas con a, b
0 ¢; como aparte de esas sélo hay dos casillas, podemos elegir a lo més seis.

Solucién al problema 59. En cada uno de los 5 poligonos de la figura la
distancia entre los puntos mas lejanos es v/5 y como tenemos que acomodar 6
puntos, dentro de alguno de estos poligonos habrs dos, esos puntos estardn a
una distancia menor o igual que \/5 ‘
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Solucién al problema 60. Pensemos en un nimero N de la lista de Martin.
Primero recorremos sus digitos de izquierda a derecha escribiendo un 1 si vemos
un 1 o un 3 y escribiendo un 2 si vemos un 2 o un 4, luego lo recorremos otra
vez escribiendo un 1 si vemos un 1 o un 4 y escribiendo un 2 si vemos un 2 o
un 3. Obtenemos asf un niimero N’ de 50 digitos cada uno de los cuales es 1 o
2. Como N tiene el mismo nimero de digitos 1 que 2, N’ tiene 25 unos y 25
doses, es decir, estd en la lista de Jorge.

Este proceso es invertible, pues dado un nimero N’ de la lista de Jorge podemos
recuperar N asf: consultamos los digitos en las posiciones 1 y 26 de N'; si ambos
son 1, el primer digito de N es 1; si son 1 y 2 respectivamente, el primer digito
de N es 3; si son 2 y 1 respectivamente, el primer digito de N es 4; si ambos
son 2, el primer digito de N es 2; luego consultamos los digitos 2 y 27, y a
partir de ellos deducimos de la misma manera cudl es el segundo digito de N,
etc.

Entonces, hemos dicho como asociarle a cada nimero de la lista de Martin un
{inico ndmero de la lista de Jorge y viceversa, por lo que ambas listas tienen la
misma, cantidad de ndmeros.

Soluciones a los Problemas de Concursos
Nacionales

Solucién al problema 61. Claramente 10 es suertudo y como 1% + 3% =
32 4+ 12 = 10, tenemos que 13 y 31 también lo son. Sucede que 3% + 2% = 13,
por lo que 32 es suertudo. Entonces, 31 y 32 son dos suertudos consecutivos y
por lo tanto para cualquier N > 1,

111...1000...0 y 111...1000...01
I e Y S N —

31 unos N ceros 31 unos N-—1 ceros

son dos enteros suertudos consecutivos.
Alternativamente, si n y n + 1 son ambos suertudos, también lo son

111...10y 111...1.

n unos n+1 unos

Y repitiendo la construccién, hallamos una infinidad de parejas de enteros
suertudos consecutivos.

Solucién al problema 62. Sea A el punto de donde parten los rayos, 3 el
sngulo QPT que es igual al 4ngulo TPR y < el 4ngulo QRP que es igual al
dngulo QPA. El dngulo PQR es un 4ngulo externo al tridngulo APQ, y es
igual a a + 7. Considerando el tridngulo PQR, o + 28 + 2y = m, de donde
B+~ = ™5%, y entonces la figura buscada consta de todos los puntos del rayo
que parte de P y que forma con m un dngulo 5%, a partir de la interseccién
de este rayo con m.
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A P
Solucién alternativa para ver la medida del dngulo APT.
Supongamos que una circunferencia I' es tangente a len Py cortaamen @
y en R y que otra circunferencia I’ también es tangente a [l en P y que corta
amen Q' yen R con los puntos sobre m en el orden Q',Q, R, R'. Sea A el
punto del que parten los rayos ! y m. Como ! es tangente aT', ZQPA = LQRP
y andlogamente, /Q'PA = /Q'R'P. Entonces,

LQPQ' = /QPA—- LQ'PA= [QRP - LQR'P = /RPR'.

Entonces, los 4ngulos QPR y Q'PR’ tienen la misma bisectriz y por lo tanto
la bisectriz de QPR no depende de la circunferencia I' que se trace. Podemos
entonces calcular el 4ngulo entre la bisectriz y el rayo tomando la circunferencia
que es tangente a [ en P y tangente am en Q = R. Como APQ es un tridngulo
isésceles, el 4ngulo buscado es LAPQ = 90° — 2.

Solucién al problema 63. Con tridngulo nos referimos a un tridngulo con
vértices en el octdgono y con dngulo, a dos lados de un tridngulo. Un angulo es
bicolor si sus lados son de color distinto. Nos fijamos en un vértice del octégono,
si k de las lineas que lo unen con los otros vértices son de un color (y 7—k del
otro), entonces es vértice de k(7 — k) < 3 - 4 dngulos bicolor. Luego el niimero
de 4ngulos bicolor es Z; < 8-3-4. Cada tridngulo bicolor tiene exactamente
dos 4ngulos bicolor, asi el nimero de tridngulos bicolor es %Lb y por lo tanto el
ntimero de tridngulos monocromaticos es Am = (3) — 545 > (5)—38-3-4=8.
Entonces siempre hay 8 tridngulos monocrométicos (se pide probar que hay al
menos 7).

Solucién Alternativa. Probaremos primero que en un hexagono se forman
dos tridngulos monocrométicos. Desde luego hay uno: nos fijamos en un vértice
A cualquiera del hexagono, de €l salen cinco lineas de las cuales al menos tres
son de un color, supongamos que AB, AC y AD son rojas. Si una de BC,
CD o DB fuera roja, entonces uno de los tridngulos ABC, ACD o ABD seria




un tridngulo rojo y si las tres son negras, BCD seria un tridngulo negro. De
cualquier forma hay un tridngulo monocromético, sea V' uno de sus vértices.
Los otros cinco vértices del hexdgono forman un pentdgono, si en el pentdgono
hay un tridngulo monocromético, en el hexagono hay dos. Si en el pentdgono
no hay un tridngulo monocromético, de cada vértice deben salir dos lineas de
cada color y el pentégono se puede descomponer en dos ciclos: uno rojo y uno
negro. Al considerar el vértice V' es facil ver que en este caso también hay dos
tridngulos monocromaticos.

Ahora veremos que en un heptégono se forman cuatro tridngulos monocromati-
cos. Sean ABCDEFG los vértices del heptigono. En el hexdgono BOCDEFG
sabemos que hay dos tridngulos monocromaticos, supongamos que B es uno de
los vértices de uno de esos tridngulos. Como en el hexdgono ACDEFG hay
dos tridngulos monocrométicos, en el heptdgono hay tres: esos dos y el que
tiene a B como vértice. Algin vértice del heptdgono tiene que ser vértice de
dos de esos tridngulos, supongamos que es G. En el hexdgono ABCDEF hay
dos tridngulos monocrométicos y por lo tanto en el heptdgono hay cuatro: esos
dos y los dos de vértice G.

Finalmente, mostraremos que en un octagono se forman siete tridngulos mono-
crométicos. Sea ABCDEFGH el octigono. En el heptdgono BCDEFGH hay
cuatro tridngulos monocrométicos, dos de ellos comparten un vértice, digamos
B. Ahora, en el heptdgono ACDEFGH, hay cuatro tridngulos monocrométi-
cos distintos de los otros dos. Un vértice del octdgono debe estar en tres de los
seis tridngulos monocrométicos, digamos H. En el heptdgono ABCDEFG hay
cuatro tridngulos monocrométicos y con los tres que tienen a H como vértice
tenemos siete tridngulos monocromaéticos.

Solucién al problema 64. Los enteros de esa forma son los del 5 al 45.
Con a; = as = ... = ag = 1, obtenemos el mayor de esos nimeros, 45. Con
a1 =ag =...=ag = 9, obtenemos el menor, 5. Como L +2+...+% =2 =4,
se pueden escribir 6,7,8 y 9 asi:

6 siag=8,a9=9
1 2 7 8 9 . 7 si¢18=4,a,9=9
7+7+"'+7+a8+a9_ 8 o il Bagbig
9

si (13:2,0,9 =9

Si tomamos cada a; = i, cada fraccién es 1 y obtenemos 9. Si cambiamos
alguna a; de i a 1, la suma aumenta ; — ; = i — 1, entonces podemos conseguir
aumentos (independientes) de 1,2,3,...,8 y asi formamos los niimeros del 10
al 45.

Solucién al problema 65. Como JQ es paralela a AB, /JQP = LQBAYy
LQBA = (JCP por que subtienden el mismo arco en la circunferencia. Por lo
tanto, JPQC es un cuadrilatero ciclico.




B
P, J
A Q v
Por otro lado:
BC AC-QC
BC _ QC
AC — BC

ABCA ~ AQC B (porque comparten el dngulo C)
LPQC = LJCQ (porque ABCA es isésceles)

JPQC es un trapecio isésceles (porque JPQC es ciclico)

IIIIIIIIII

JP es paralelo a QC  (otra vez porque JPQC es ciclico),

donde usamos dos veces que los tinicos trapecios ciclicos son los isésceles.

Solucién al problema 66. Para cada plano equidistante P, los cinco puntos
A,B,C,D,E estan en dos planos paralelos a P, dos en uno y tres en el otro.
Recuerde que no hay cuatro puntos en un mismo plano.

Tomemos cuatro de los puntos digamos A4, B, C, D y veamos donde puede colo-
carse el quinto punto E para obtener la mayor cantidad de planos equidistantes.
Si los cinco puntos se deben dividir en dos conjuntos uno de dos elementos y
otro de tres, tenemos que hay 2 posibilidades: (1) que E esté en un conjunto
de tres elementos, y (2) que E esté en un conjunto de dos elementos.

En el caso (1), formemos primero un paralelepipedo de caras paralelas al plano
que determinan aristas opuestas del tetraedro ABCD. El punto E deberd unirse
a un par de puntos del conjunto {4, B,C, D} y entonces determinara un plano
que sers paralelo tanto al otro plano que pasa por los otros dos puntos como
al plano equidistante correspondiente, esto se puede hacer de (2) = 6 maneras
y los planos que se determinan asf son los planos que contienen a las caras del
paralelepipedo, siendo la cara paralela la otra donde se encuentran los otros
dos puntos y determinando como plano equidistante el plano paralelo a los
anteriores que pasa por los puntos medios de las cuatro aristas que no estan
sobre los dos primeros planos, asi en éste caso solamente hay tres posibles
planos equidistantes y estos se logran cuando el punto E es cualquier vértice
del paralelepipedo diferente de A, B,C, D.

En el caso (2), E deber4 unirse a uno de los puntos A, B,C, D y los restantes
3 estardn en un plano paralelo al equidistante, esto se puede hacer de cuatro
maneras y los planos donde E puede estar son los planos paralelos a las caras

39




del tetraedro ABCD que pasan por el vértice que no esta en la cara que se
estd considerando, estos planos forman otro tetraedro semejante al ABCD.
Claramente E no puede estar en los cuatro planos, pero si en tres, cuando E es
uno de los vértices de este nuevo tetraedro, en cuyo caso se obtienen también
tres planos equidistantes.

Solucidén al problema 67. El primer jugador tiene estrategia ganadora.
Como 1999 es impar, el nimero de fichas con el lado rojo hacia arriba y el
nimero de fichas con el lado negro hacia arriba son distintos. Entonces, el
primer jugador en su turno puede hacer que el niimero de fichas rojas sea igual
al nimero de fichas negras quitando de las que haya méas. No importa qué
haga el segundo jugador, dejard cantidades diferentes de fichas rojas y negras.
Después el primer jugador vuelve a hacer que haya el mismo niimero de fichas
rojas que negras. Como al segundo siempre le toca jugar cuando hay la misma
cantidad de rojas que negras, no puede evitar dejar cantidades diferentes de
fichas rojas y negras, por lo tanto gana el primero.

Solucién al problema 68. Supongamos que si los hay, y sea p el primer
primo y r la diferencia de la progresién. Asf, la progresi6n es:

p,p+r,p+ 21', P+ 1998

El primo p no puede ser ninguno de los primeros primos: 2,3,...,1997, ya que
si es alguno de estos entonces p + pr, que esta en la progresién, no es primo.
Luego p > 1999.

Como p es impar y p+ r es primo, entonces r es par. Todos los nimeros pares
son de la forma 6n o 6n + 2 0 6n — 2. Veamos ahora que r no puede ser ni de
la forma 6n + 2 ni de la forma 6n — 2. En efecto, como p es primo, éste es de la
forma 6k + 1 0 6k — 1. En cualquiera de los cuatro casos hay en la progresién
un miltiplo de 3:

p+r = (6k+1)+ (6n+2)
p+2r = (6k+1)+2(6n-—2)
p+2r = (6k—1)+2(6n+2)

P (G 1) S ):
Por lo tanto, r es de la forma 6n y entonces la progresién es:
p,p+6n,...,p+ 1998(6n). ;

Pero p > 1999 y n > 1 implican que p + 1998(6n) > 1999 + 11988 = 13985 >
12345.
Asf los niimeros p + jr no pueden ser todos menores que 12345.

Solucién al problema 69.
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Como en el tridngulo ABP, BD y AE son medianas se tiene que N es
el centroide del tridngulo ABP y como las medianas dividen al tridngulo
en seis tridngulos de la misma 4rea se tiene que:

(PDNE) = %(ABP)

Anélogamente (PELF) = 3(BCP) y (PFMD) = 3(CAP) por lo que
concluimos que:

(DNELFM) = %(ABC).

Considere el tridngulo CDE. Como % = % se tiene que ML y DE
son paralelas, si @ es el punto de interseccién de DL y EM se tiene que
los tridngulos QDE y QLM son semejantes, por lo que: %‘} = E%?i = %
esto es DL y EM se cortan en el punto @ que divide a los segmentos en
razén 3 : 2. Con el mismo argumento se muestra que FN y DL, se corta

en un punto que los divide en razén 3 : 2, luego el resultado.

Solucién al problema 70. Supongamos que no hay puntos marcados a dis-
tancia % de la orilla de la cuadricula. Probaremos que hay dos puntos marcados
a distancia menor o igual que v/2. Como no hay puntos marcados a distancia
3 de la orilla, entonces todos los marcados estdn en la cuadricula central de
6 x 6. Dividimos esta cuadricula en 9 cuadrados de 2 x 2. Al haber 10 puntos
marcados forzosamente habrd dos en un mismo cuadrado de 2 x 2. Esos dos
puntos estdn a distancia menor o igual que V2.

Solucién al problema 71.

D C

D' A B c’

Sean C' y D' los puntos de interseccién de CP con AB y de DQ con AB. Como
AB es paralela a CD y por ser CP bisectriz tenemos que ZPCB = /BC'P,
luego ABCP y ABC'P son congruentes, por lo que son rectdngulos y CP =
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PC'. Anslogamente AADQ y AAD'Q son tridngulos rectangulos congruentes
por lo que D@ = QD'.

Entonces PQ || AB, adem3s si M y N son los puntos de interseccién de PQ
con AD y BC respectivamente, se tiene que M y N son puntos medios y que
MN = }(AB +CD). ‘ :

Como M es punto medio de la hipotenusa del AADQ tenemos que QM =
AM = 1AD, anslogamente NP = BN = 1 BC, por lo tanto PQ = 3(AB +
BC + CD + DA). :

Solucién al problema 72. Tomamos un poligono ortogonal cualquiera y lo
colocamos con sus lados sobre las lineas de una cuadricula infinita. Pintamos
la cuadricula como tablero de ajedrez. Debemos probar que el poligono tiene
al menos un lado par suponiendo que es posible llenarlo con rectangulos de
2 x 1. Probaremos algo un poco més fuerte: que si un poligono ortogonal de n
lados tiene todos los lados impares, entonces no es posible que tenga el mismo
ntimero de cuadros blancos que negros y de hecho, probaremos que el nimero
B de cuadros blancos y N, el niimero de cuadros negros cumplen |N —B| = jn.
Asignamos a cada cuadro negro del interior del poligono 4, 1 por cada lado y
a cada cuadro blanco asignamos —4, —1 por cada lado. La suma de los valores
asignados a los cuadros es obviamente 4(N — B). Por otra parte, la contribucién
total de cada segmento del interior es 0: 1 por ser lado de un cuadro negroy —1
por ser lado de un cuadro blanco. Entonces, la suma de los valores asignados
a los cuadros es igual a la suma de los valores asignados a los segmentos en la
orilla del poligono. Pero si todos los lados tienen longitud impar, la suma de
los valores de los segmentos en cada lado es siempre 1 o siempre —1. Por lo
tanto, 4(N — B) =n o —n, es decir, [N — B| = in.

Solucién al problema 73.

(a) Sean A el centro de A, B el centro de B, C el centro de C' y D el cen-
tro de D. Sabemos que los puntos de tangencia estén alineados con los
respectivos centros.

Primera forma. Sabemos también que el dngulo central en cualquier
circulo es el doble del 4ngulo que forma la tangente con la cuerda, asf
que si ZSAP = 2a, /PBQ = 28, LQCR =2y y LRDS = 24, entonces
LSPQ = a+6y LQRD = v+ B. De esta manera, en el cuadrildtero
PQRS la suma, de dos 4ngulos opuestos es a + f +y+d = %(2a + 28+
2v + 26) = %360° = 180°, lo cual es suficiente para que el cuadrildtero
PQRS sea ciclico.
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Segunda forma. Como AP = AS, entonces LQPS = 180° — /BPQ —
/SPA — 180° — (90° — 1/QBP) — (90° — }LPAS) = }((B + LA).
Anslogamente, ZSRQ = 3(£C + (D). Por lo tanto, ZQPS + LSRQ =

- 180°.

(b)

Observemos que la distancia de A a B es 5y que, por simetria, ABCD
es rombo, asi que sus diagonales se intersectan perpendicularmente ,
digamos en O, y PQRS es rectangu 9,2‘“‘:09;110 OA = 3 entonces, por
Pitagoras, OB = 4. Por otro lado 1 s tridngulos APS y ABD son
semejantes en razén 2 : 5, asi que PS = 2.8 = 1§, Anslogamente

—3.g=18 16.18 _ 288
PQ=75-6=7%. Eldreaes %, = 26"

i

Solucién al problema 74. Si se empieza con los ntmeros del 1 al n en el
primer rengl6n, el nimero del vértice serd 2n—1(n+1). Para ver esto, tomamos
una copia reflejada del tridngulo construido (es decir, en el primer renglén, a la
izquierda est4 n, luego sigue n — 1, etc.), la empalmamos con éste y sumamos
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los nimeros encimados. El primer renglén del tridngulo obtenido asi tiene n
veces el niimero n + 1; el segundo renglén tiene n — 1 veces 2(n + 1); en general,
cada renglén consiste de repeticiones del mismo nimero y este niimero es el
doble del correspondiente al renglén anterior (por la regla de formacién de los
tridngulos, que ya dado el primer renglén es la misma para el tridngulo original,
el reflejado y su “suma”). Entonces, el nimero en el vértice del tridngulo
“gsuma” serd 2"~!(n + 1). El niimero buscado es la mitad de esto, asf que la
respuesta al problema es 21998(2001) = 2!9%8 .3.23 . 29.

Solucién Alternativa. Observemos en cudnto contribuye cada niimero del
primer renglén a la suma final. Para ello, pongamos letras en el primer renglén:

a b c d
a+b b+c c+d .
a+2b+c b+2c+d
a+3b+3c+d

Con este esquema, es claro que los coeficientes que van apareciendo son los del
tridngulo de Pascal, asi que el niimero buscado es:

1999 1999 1999 1999 ‘
A._( . )1+( . )2+( i )3+~~+(1999)2000.

Ahora recordemos que () = (,",), asf que podemos factorizar y

A = (1999) (1 + 2000) + (19199) (2+1999) +--- + (1::;) ) (1000 + 1001)
- () (%) e () o

S (G DY ) w

= %2“’”2001 = 219%8.3.93.29, |
Solucién al problema 75. La respuesta es 3. Veamos primero que si A tiene l
dos elementos, entonces en A” no pueden estar todos los niimeros del 1 al 40:

Primera forma. Sea A = {a,b} con a > b; entonces A’ = {a,b,a—b,a+b},y los

elementos de A” son los enteros positivos de la forma: pa+gb+r(a—b)+s(a+b)

con p, g,r,8 € {—1,0,1}, asf que el niimero de elementos de A" es menor o igual ‘
que 31 (pues el 0 no debe considerarse y hay tantos niimeros positivos como
negatwos), sin embargo, a + b se obtiene de dos maneras distintas, asi que A"

no puede tener 40 elementos.

Segunda forma. Sea A como en la primera forma y sea B el conjunto de enteros

(positivos, negativos o cero) que se obtienen escogiendo uno o més elementos

de A’, poniéndole el signo + o el signo — a cada uno y sumando los niimeros

con signo. Probaremos que B tiene a lo més 37 elementos. Los elementos de
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B son de la forma ka + b con |k|, || < 3. Es f4cil ver que si |k| = 3, entonces
|I| = 0 o 1; andlogamente si |I| = 3, entonces |k| =00 1. Por lo tanto, (|k|,|!])
no puede ser (2,3), (3,2) o (3,3). Para (||, ll)) = (0,0) hay una sola pareja
(k,1). Si (|k|,]I]) es una de las 6 parejas: (1,0), (2,0), (3,0), (1), 0,2) o
(0,3); hay dos valores posibles de (k,l). Para cada uno de los otros 6 valores
de (|k|,|!|) hay cuatro posibilidades para (k,1). Por lo tanto, hay a lo més
1+ 2-6+ 4-6 = 37 nimeros en B.

Ahora veamos que con 3 sf se puede:

Primera forma. Sea A = {4,13, 14}; entonces A’ contiene a {1,3,3%,3%}, y es
conocido que A" contiene a todos los nimeros del1all+3+3%2+3%=40.
Segunda forma. Observemos primero que si X = {1,2,...,n}, entonces X'
contiene a todos los nimeros del 1al 1+2+ -+ 1n (pues en X' estdn: n +
1,...,n+ (n—-1),n+ (n-1)+1,...,n+ n-1)+M@m-2),...,nt (n—
N+n-=2)++ 1); por tanto, como queremos que A" contenga del 1 al
40, entonces bastaria con que A’ contuviera a todos los nimeros del 1 al 9.
Entonces, por lo mismo, bastarfa que A contuviera a los nimeros del 1 al 4;
asf que con 4 sf es posible. Sin embargo, es claro que hay muchas repeticiones
al construir A’, asf que busquemos ver si con 3 se puede, evitando repeticiones:
En A ponemos al 1 y después no ponemos al 2 (pues su diferencia con lesl,
que ya estd); ponemos al 3; no ponemos al 4 (pues 4 — 3 = 1), ni tampoco alb
(pues 5—-3 =3 - 1), no ponemos al 6 (pues 6 — 3 = 3); entonces intentamos con
el 7. Ahora comprobamos (facilmente) que con A ={1,3,7}, en A’ obtenemos
todos los nimeros del 1 al 9, y ya terminamos.

Solucién al problema 76. El maximo es 5. El k-ésimo nimero construido
es 5a*~! + (a*~2 +a*~% +--- + 1)b, como puede comprobarse fécilmente. Si a
no es congruente con 1 médulo 5, entonces ad+a’+a+1l= “::11 , es miiltiplo
de 5. (Nota: Esto se puede hacer sin usar congruencias analizando el dltimo
digito de a). Entonces en este caso el quinto niimero es miltiplo de 5 y mayor
que 5, asf que no es primo. Sia = 1 mod 5, entonces a* +a® + a’+a+1les
miltiplo de 5 asf que el sexto niimero no es primo. Por otro lado, paraa =1
y b= 6 los primeros 5 nimeros obtenidos son todos primos: 5, 11, 17, 23, 29.

Solucién al problema 77. Es claro que para n = 92 es imposible. Veamos
que es posible para toda n > 2. Tomemos primero el caso n impar. Eligiendo
los recténgulos de 1 x n cambiemos el color de todos los renglones en posicién
impar. De esta manera todas las columnas en posicién impar quedan blancas y
todas las columnas en posicién par quedan negras; entonces con rectangulos de
n x 1 cambiamos las columnas en posicén par para lograr que todos los cuadros
sean blancos. ,

Para ver el caso cuando n = 2°b, donde a > 1 y b impar distinto de 1, subdi-
vidamos el tablero en tableros de b X b y hagamos en cada tablero de b x b las
operaciones que indicamos en el caso n impar.

Nos falta analizar las potencias de 2. Por un argumento similar al que describi-
mos en el caso anterior, basta analizar el caso n = 4, el cual indicamos en los
siguientes dibujos, en los que, en cada paso, se ha escogido un rectangulo de

45




2 X 4 0 de 4 x 2 para hacer la operacién:

Solucién al problema 78. Notemos que /BAH = /ABH = [BHF =
LFHC = (HFD = /FDB =: o, pues ABH es is6sceles, HF es paralela a
AB y DE es paralela a AC. Entonces, el cuadrilstero HDBF es ciclico y
como LHDB es recto (ABH es is6sceles), tenemos que ZHFB es recto. Por
lo tanto, ZDBF es recto (pues DB || HF). Como /HBE también es recto,
(FBE = /DBH = q.

Primera forma. Sea G la interseccién de BF y AC. Los tridngulos ABC y
BGC son semejantes (tienen dos angulos iguales). Notemos que como DF es
la recta de los puntos medios, F es el punto medio de BG, de modo que CF
es mediana de BGC. Los dngulos BCF y ACD son 4ngulos correspondientes
(entre un lado y una mediana) en tridngulos semejantes y por lo tanto son
iguales.

Segunda forma. Sean I y J las intersecciones de HF con CD y BC respec-
tivamente. De lo anterior, /ZFBC = /IHC. Para ver que son semejantes los
tridngulos FBC' y IHC (lo cual nos da directamente el resultado) sélo falta
probar que % = g_c_ Es claro que I es el punto medio de HJ pues HJ || AB
¥ D es el punto medio de AB. Como HBJ es un tridngulo rectdngulo, lo an-
terior quiere decir que I es su circuncentro y por lo tanto, IH = IB. También,
IBF ~ HCB pues ambos son tridngulos rectdngulosy /ZBHC = 2o, = /BIF.
Por lo tanto, % = % = %, que es lo que faltaba probar.
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