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"Creo finmemente que Los problLemas
son el conazén de Las Matemdticas"

P. R. Halmos.

PRESENTACION

Este folleto pretende orientar a los concursantes sobre el tipo de
problemas que se planteardn en el Concurso Nacional.

Estd dividido en dos partes: enunciados y soluciones de algunos de
los problemas. Los Gltimos seis ejercicios corresponden a los problemas
que se plantearon en la XXVIII Olimpiada Internacional de Matemiticas cele-
brada en Cuba en julio de 1987. Para contestar a esos problemas los con-
cursantes dispusieron de dos sesiones de cuatro y media horas cada una.

Los problemas incluidos en este folleto seguramente requerirdn un buen es-
fuerzo de tu parte. :

Antes de consultar Ta solucién de un problema, trata de resolverlo
solo. Si no puedes, consiiltalo con tus profesores y comenta la solucidn
con ellos.

Hemos incluido una pequefia bibliografia sobre problemas y temas
matemdticos que esperamos puedas conseguir en tu localidad.

0jala que el folleto te sea Gtil y que tu participacién en la
Olimpiada sea exitosa.

Carlos Bosch
Alejandro Illanes
Ana Irene Ramirez



PROBLEMA 1.

Sobre un eje,sea 0 el origeny A y B puntos tales que OA =5 y 0B = -5.
Considere el punto M de abscisa OM = x.
(1) Calcule AM y BM, en funcidn de x, y luego %%

t
(2) Considere un segundo punto M' tal que OM = %?~. Calcule %%r
¢Qué se observa?
(3) Calcule en funcién de x Tla abscisa x' del punto M" para el cual
A (A2 ‘
BM" BM
(4) iCémo estd colocado el punto M" respecto a los puntos M y M'?
PROBLEMA 2.
(1) Pruebe que un poligono convexo de n Tlados tiene Di%f§l~ diagonales.
(2) Pruebe que si n >4 se tiene (n—2)2 <n(n-3) < (n-1)2.
(3) iCudl es el poligono que tiene 119 diagonales?
PROBLEMA 3.

Demuestre que un &ngulo inscrito en una circunferencia mide Ta mi-
tad del central que abarca el mismo &ngulo. Como consecuencia deduzca que en un
cuadrilatero ciclico Tos dngulos opuestos son suplementarios.

PROBLEMA 4.

Pruebe que en un tridngulo los puntos simétricos del ortocentro respecto
a los lados estan en el circulo circunscrito.

PROBLEMA 5.

Sea ABC un tridngulo donde A recorre un circulo I' que pasa por A
y B.

iCuil es el lugar geométrico de los centros de los circulos tangentes a
los tres lados del tridngulo?




PROBLEMA 6.

Una persona desea repartir su fortuna entre 3 herederos, de manera pro-
porcional a los nimeros 7, 6 y 5, es decir: Tla séptima parte de lo que here-
de el primero deberd ser igual a la sexta parte de To que herede el segundo y a
la quinta parte de To que herede el tercero. Pero cambia Tuego de parecer y de-
cide hacer el reparto de manera proporcional a los nimeros 6, 5 y 4 (respec-
tivamente).

¢Cudl de los herederos gana con el nuevo reparto?

¢Cudl pierde?

Sabiendo que a uno de los herederos le corresponden $1,200,000.00 mas en
el segundo reparto,

icuil es el monto de la fortuna?

icudles son las cantidades asignadas a cada heredero en el reparto final?

PROBLEMA 7.

Enun semicirculo de didmetro AB = 8 cm, consideremos una cuerda varia-
ble AM = X.

Calcule la longitud "y» de su proyeccibn en AB en funcién de x.

Represente graficamente las variaciones de "y» cuando M describe el se-
micirculo.

Determine gréficamente las Jongitudes "y" y x cuando 1a longitud de 1a
cuerda es igual al doble de su proyeccidn.

PROBLEMA 8.

Sea M un punto en un semicirculo cuyo didmetro AB tiene longitud 2R.
sean H y K las proyecciones de M sobre AB y sobre la tangente en B al
semicirculo, respectivamente.

a) Determine M tal que MA + MK =&, una Tongitud prgfijada.
b) Encuentre el valor méximo de £ ¥ localice el punto M correspondiente.
PROBLEMA 9.

n

Demuestre que (n!)2 >n' para todo n.



PROBLEMA _10.

Considere Ta figura siguiente, formada por 3 cuadrados iguales adyacen-
tes. Haga una construccién que exhiba

Zo =%B +&y (no use trigonometria).

< BT ¥

///’//’/’////

PROBLEMA 11.

Sea C uncirculoy A y B dos puntes que no estdn situados en C ;
determine una recta D tal que las proyecciones ortogonales de A y B sobre
D pertenecen al circulo.

PROBLEMA 12,

Probar que en todo tetraedro hay un vértTce tal que con las tres aristas
que concurren en &l se puede armar un tridngulo.

(Se permiten tridngulos ast A . € B )i

PROBLEMA 13.

Mostrar que existen cuadrildteros tales que no se pueden armar triéngu1os
con tres de sus lados.

PROBLEMA 14
Sea f una funcién de los reales a los reales tal que, para alguna a >0,
se cumple Ta ecuacion

f(x+a) = %*‘\/f(x)-(f(x)) para toda X.

(a) Probar que f es periddica (es decir, existe b >0 tal que f(x) = f(x+b)
para toda x ).




(b) Para a = 1 dar una funcidn ne constante que satisfaga la igualdad de
arriba para toda x.

PROBLEMA 15

Mostrar que no existe ninguna funcibn f de Tos reales en Tos reales tal
que

F(xt2) = 2 + +/f(x)-(f(x))" para toda X.

PROBLEMA 16.

Probar que si tomamos un conjunto arbitrario de diez nlmeros diferenteé
de dos cifras cada uno, entonces podemos extraer dos subconjuntes ajenos de €1
tales que la suma de Tos elementos de uno de los subconjuntos es fgual a la del
otro.

PROBLEMA 17.

En un papel cuadriculado de 7 por 10 cuadrados, tdmesse 25 tridngu-
los arbitrarios y diferentes que tengan sus vértices en Tos puntos de intersec-
cién de las 1ineas de la cuadricula. Mostrar que existen dos tridngulos que
tienen un vértice en comin.

PROBLEMA 18.

Determinar cudl es el nimero mis grande que es producto de enteros posi-
tivos cuya suma es igual a 1976.

PROBLEMA 19.

Determinar el niimero mds grande que es suma de enteros positivos cuyo
producto es 100: = 1.2.3-....100. (Se vale productos con un solo factor).

PROBLEMA 20.
iCudl  es el nimero mximo de cubos de volumen 2 que caben en una caja
de 5 x 100 x 87 ?



PROBLEMA 21.
Considérese una descomposicidn de un tablero de ajedrez en p rectdngu-
los que no se traslapan y que cumplan las siguientes condiciones:

(a) Todo rectdngulo tiene tgual ndmero de cuadrados blancos que de negros.
(b) $i a; esel niimero de cuadrados blancos en el rectdngulo i-8simo, en~
tonces ay < a2<...< ap s

éCudl es la mdxima p para la cual es posible esto?

PROBLEMA 22.
(a) Determinar para qué enteros positivos n, 2" - 1 es divisible por 7.

(b) Mostrar que 2" + 1 nunca es divisible por 7.

PROBLEMA 23. Sea E el exdgono regular

ilustrado. Dé una caracterizacién de
sus puntos interiores por medio de un p ¥
sistema de desigualdades. < >

PROBLEMA 24.
Sea C wuna circunferenciay AE€C .

Encuentre el Tugar geométrico de puntos medios de Tos segmentos con un
extremo en A y el otro sobre C.

PROBLEMA 25. Dos vasos comunicantes son Tlenados parcialmente con agua. EI1 tubo
que los une tiene una capacidad de 1.34 £. ET primero tiene forma de cilindro con
18 cm. de altura; el otro tiene forma de paralelepipedo rectdngulo con base rec-
tangular de 4 cm. por 20 mm.

12 Calcule el radio del cilindro sabiendo que su capacidad es 141.30 cZ.
22 Sabiendo que las dos bases de los vasos estdn en el mismo plano horizon-




PROBLEMA 28.

Se divide el perimetro ABCD de un terreno rectangular de 120 m. por 90 m. en

segmentos iguales medidos por un niimero entero de metros.

Por cada punto de la division obtenida en AB se trazan las rectas paralelas a

AD e inversamente de tal manera que se obtiene una cuadricula. Queremos plan-

tar arboles en cada vértice de esa cuadricula,incluyendo los situados en 1la

frontera del terreno.

1° E1 problema admite varias soluciones. Para las soluciones correspondientes
a los cuatro intervalos mas grandes,indique el nimero de arboles necesarios.

2°  :Cuil seria el nimero de arboles necesarios sin contar los irboles sobre la
frontera del terreno?.

3° Si se dispone de 90 srboles, équé solucion se tiene que adoptar para uti-
lizar el mayor niimero posible?..

PROBLEMA 29.

Dos obreros trabajan en una misma "chamba". E1 primero sblo durante 8 dias, los
dos juntos durante 12 dias y el sequndo termina la nchamba" trabajando 3 dias
més. Si el primer obrero hubiese tardado 32 dias para completar el trabajo é1 -
s6lo entonces:

1°  :Qué fraccion de la "chamba" total fue hecha por cada obrero?

2°  ¢Cuanto tiempo le hubiese hecho falta al segundo obrero para hacer solo 1la
"chamba"?

3% iCudl debe ser el salario del segundo obrero calculado segin el trabajo -
efectuado si el primer obrero gana 5,500 pesos al dia?.

4°  iCual fue el costo total de la "chamba"?

PROBLEMA 30.

Dos personas estan caminando en una pista circular de 650 m. de longitud. Ca-
minan en el mismo sentido y el mis rapido rebasa al otro cada 13 min. Si cami-
nan en sentido contrario ellos se cruzan cada 5 min.

1.- Suponiendo que los movimientos sean uniformes y, qué las velocidades sean




tal y que el volumen total del 17quido es de 2724 cm3 calcule Ta altura
del Tiquido en cada vaso. (Tome I = 3.14).

32 Se coloca un piston en el vaso rectangular justo al nivel del T1quido y
se empuja 11 cm. Dar la modificacifn de Ta altura del agua en el vaso
cilindrico.

PROBLEMA 26. Cierto trabajo se puede hacer en 34 dfas contratando a 15 obreros

durante 8 horas al dfa. Después de 10 dias, 5 obreros se van y los otros aumen-
tan el trabajo haciéndolo 9 horas al dfa. ¢Después de cuinto tiempo el trabajo

estard terminado?

¢Cudnto recibird cada uno de los 5 primeros obreros y de los otros 10, sab1endo

que en total se cobrd $4,080,000.00 ?

PROBLEMA 27.

Consideremos 1a ecuacién
my + (m-1) x=m- 2 (1)
Para cada valor de m esta ecuacidn representa una recta D. v
1.- Determine m para que esta recta pase por el punto A = (1, 1).' éCual es
la ecuacidn de la recta correspondiente?.
Grafique esa recta.

2.~ Pruebe que todas las rectas determinadas por la ecuacién (1) pasan por el
punto B = (2, -1)

3.- Determine m para que D sea paralela al eje x' x.
Determine m para D sea paralela al eje y'y
Determine m para que D sea la recta OB donde 0 es el origen.

4.- Determine m para que D pase por el punto de coordenadas (a;b). Dis- -
cuta y deduzca que nuevamente todas las rectas D pasan por el punto B
para cualquier m.




las mismas en ambos sentidos, calcule las velocidades en kildometros por
hora.

2.- Si las dos personas salen juntas en el mismo sentido; calcule las distan-
cias recorridas y y y' por cada persona al cabo de x min.
Represente en la misma grafica las funciones y 'y y'. &Como verificar -
usando estas graficas que la primera persona rebasa a la segunda después de
13 min. %

3.- Considere la pregunta andloga a la anterior, cuando las dos personas van en
sentido contrario.

PROBLEMA 31.

Sea AB un segmento de recta de 10 cm. y M un punto variable en AB. Deno-
temos AM = x. Construimos del mismo lado de AB Tos cuadrados ACDM y MEFB
cuyos lados son AM 'y BM. Denotemos por hy+ la longitud de la recta poligonal
ACDEFBA.
1.- Calcule nyw en funcion de X . Considere dos casos de figuras dependiendo
de que M esté ala derecha o a la izquierda del punto medio O de AB.
2.- Estudie las variaciones de "y" cuando M se desplaza de A a B. Repre--
sente graficamente estas variaciones.
3.- (a) Determine x tal que y sea el doble del perimetro del cuadrado
ACDM. (Soluciones algebraicas y geométricas).
(b) Determine x tal que 1a razén de #y y el perimetro del cuadrado ACDM
sea igual a k. ¢Cudles son 1os posibles valores de k ?. Discuta es
to graficamente.

PROBLEMA 32.

Sea Pn(k) el nimero de permutaciones del conjunto {13 2 3...3 n} (n=1) que
tienen exactamente k puntos fijos. Demuestre que

k=n
z k Pn(k) =n!
k=0

Observacion: Una permutacién de un conjunto $ es una aplicacidn biyectiva de




S sobre sT mismo. Un elemento i de S se 1lama un punto fije de una permu-
tacion f st (i) = 1.

PROBLEMA 33

Sea ABC un tridngulo acutdngulo. La bisectriz del &ngulo A corta.al segmen-
to BC en el punto L y a la circunferencia circunscrita al trifingulo ABC  en
el punto N (N#A). Sean K y M los pies de las perpendiculares trazadas
desde L a Tos lTados AB y AC nrespectivamente. Demuestre que el cuadrild-
tero AKNM y el tridngulo ABC tienen igual &rea. '

PROBLEMA 34.

Sean X; 3 Xp ...} Xn niimeros reales tales que x% + xg oot xﬁ = 1. Demues-
tre que para todo niimero natural k, k=2, existen n enteros

) 5 8 3...3 3, no todos nulos tales que lail <k-1 yaque

(k=1) vn
|a1x1 + A%y +ooot anxnl < —@—%
PROBLEMA 35.

Pruebe que no existe una funcidn (ap1icaci6n) f:IN+N, tal que, f(f(n)) =
=n + 1987, para todo n €N, donde N = {05 1; 2 5...;5n ;5...} .

PROBLEMA 36.

Sea n un nimero natural (n > 3). Demuestre que existen n puntos en el pla-
no tales que la distancia entre dos cualesquiera de ellos es irracional mientras
que el drea determinada por cualesquiera tres de ellos es racional y no nula.

PROBLEMA 37.

Sea n un nimero natural mayor o igual que 2. Demuestre que st k2 # K+
es primo para todo entero k, con Q <k < %—, entonces k2 +k+n espri-
mo para todo entero k, con Q<k<n - 2.
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SOLUCION 1.

(1) AM = AO + OM = =5 + X
BM =BO+OM= 5+X

M_-5+x __5-X

BM 5 tx 5+ X
(2) AV =A0+0M'=-5+—2i§=————'5x;25

e ocBos oM = 522 NEE

-5x_+ 28
L X =—5x+25_-x+5=5-x
BMT T Bx *+ 25 X + XFS 5+ X
X

Eﬁ; =i e%- M y M' son conjugados arménicos respecto a A y B.
(3)  AM" = AO + OM" = -5 + X"

BM" = BO + OM" = 5+ X"

m"=<MA2

BT BM

x* -5 _ (5- x)2

il (5 +x)

(x" - 5)(5 + 02 = (5 + x")(5 - x)°

x"(5 + x)2 - 5(5 + x)2 = 5(5-x)2 + x"(5 - x)2

wus+n2-w-xﬁ1=mw+xﬁ+(s-nﬁ

108 + 250 _ 5P+ 25
20 X

Xll

(4) Es el punto medio pues:

2
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SOLUCION 2.

(1) Un poligono de n Tlados tiene n vér-
tices. Observemos que en uno de ellos
tenemos, por cada vértice que no sea

‘adyacénte, una diagéna1; es decir, tene-
mos n-3 diagonales y esto es para cada
punto, asi que el niimero total de diago-
nales es n(n-3) pero pa&; diagonal la
estamos contando con respecto al punto

inicial y al final, es decir 2 veces, asi que el nmero de diagonales es

n(n-3)

(2) _ Se tiene:

4<n 4<n
-+t <0 ' -1 <n
-4n+4 < -3n ‘ -n<1
n?-an+4 < n-3n -3n < 20t
(n-2)% <n(n-3) - n2-3h < A2-2n41

n(n-3) < (n-1)2
(3)  Mn3) gy,

n? - 3n-238=0

(n-17)(n+14) = 0
de modo que
n=17 6 n=-14 imposible
asi que
' n=17.




SOLUCION 3.

Sean % ABC y % AOC Tlos &ngulos inscri-
tos y central que subtienden el arco AC.
Tomemos primero el caso en que B! es
diametralmente opuesto a A; entonces
ACBO es isdsceles y por tanto

2 % CBA + % B'OC = 180°
y como % B'OC + % COA = 180°, resulta

% CBA = 7 % COA

Para el caso general basta aplicar lo anterior a los éngulos
% ABC' (inscrito) y % AOC' (central)
% CBC' (inscrito) y % COC' (central)

y se obtiene

% ABC = % ABC' - % CBC' = 5% AOC' - 1xcroc = 1% Aoc.

SOLUCION 4.

Sea M el ortocentro de un tridngulo ABC inscrito en el circulo T' vy

con centro 0.
Sea A' el punto de interseccidn entre

A
pr B’ 1a altura AM y el circulo I' . Enton-
ces se tiene:
% (AC, AA') = % (BC,BA')  (¥)
B (i Pero % (AC,AA') = % (BM,BC) tienen
sus lados correspondientes perpendicula=
A res. Asi que de (*)

%(BC,BA') = % (BC,BM)

Resulta entonces que las rectas BA' Y BM son simétricas respecto a BC.

(*) % (AC,AA') el dngulo formado por AC y PAA' tomado en el sentido po-
sitivo.
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SOLUCION 5.

Sea M un punto cualquiera. Para que M tenga la propiedad de ser el
centro de un circulo tangente a los tres lados del tridngulo ABC, hagamos la
siguiente construccion:

Tracemos y el circulo con centro en M y tangente a BC, por B Yy C tracemos
las tangentes a ese circulo. '

Para que M tenga la propiedad hace falta
que el punto A de interseccién de esas

tangentes esté en el cfrculo I, es de-

cir, que

% (AB,AC)= 0 6 T-a
donde o es el dngulo bajo el cual se

ve el segmento BC desde cualquier pun-
to del arco BAC. Asi que

- % (AB,AC) = % (BC,AC) + % (BC,AB)

pero % (BC,AC) = 2% (BC,CM)
% (BC,AB) = 2% (BC,BM)
T~ % (AB,AC) = 2% (BC,CM) +24(BC,BM)
= 2(1 - £(MB,MC))
Asi
% (MC,MB) = § + 7

E1 conjunto de puntos M consta de dos circulos U y U' tales que
U es el conjunto de puntos desde donde se ve al segmento BC bajo
un angulo %-rlzl )

U' es el conjunto de puntos desde donde se ve al segmento BC bajo
un dngulo T -%

Observacion. Los centros resultan ser los puntos medios de los arcos BC.
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SOLUCION 6.

Sean x,y y z Tlas cantidades del primer testamento y x',y' y z' las
cantidades del segundo testamento. Denotemos por S Tla herencia.

Se tiene X_y_z X oyt 7
76 5 y T‘%“‘A
xty+z=25 X'+y' +2'=§

Entonces:

X oy oz xtytz 'S =D - 65 - 55

7565 765 I8 "*"18 YT 18 ?°71s
xt_yt_ ozt _ x4zt S .0 _ 65, 55, _ 45
6 5 & 6+5+4 15 5 Y 15 15

Reduciendo al mismo denominador: 90

- 355 _ 305
X =90 Y =90
_ 365 v _ 305
X"go Y 70

ET primer heredero tendrd gﬁ més que es lo que pierde el tercer heredero.

Valor de la herencia: $1,200,000 x 90 = $108,000,000.
Partes en el segundo testamento:

108,000,000 x 6

x' = ————TB—J———————- = $43,200,000

108,000,000 x 5

y' = == = $36,000,000

2+ = 108,000,000 x 1 . 423,800,000

, - 255
0

4 = 245
0
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SOLUCION 7.

En el tridngulo AMB, el dngulo M es
2

semejantes

? o S osiox=2y

y=3%

x =4

SOLUCION 8.

recto. Entonces se tiene que «x
pues Tos tridngulos AMB y AMH son

la interseccidn con la curva es

y=2.

= ay

Observacién: Como MA> AH se tiene MA + MK> 2R. E1 problema no es posible

mds que para g > 2R.

E1 miximo de MA + MK es para M=C, i.e. M es Ta mediatriz de OA

Y entonces 5
; _ 5R
MA + MK 7
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Sea AM = x. E1 tridngulo AMB es rectdngulo en M y por lo tanto
2 2 2 2 2
_ _ MBS _ AB® - MA" _ AR” - X
MK = H8 = Tg- 2 2R

Entonces la relacion MK + MA = ¢ se

escribe:
2

2
X+ 4R™ - x _ L P

«2 - 2Rx + 2R - GRE =0 (%)

Toda raiz de esta ecuacidon permite cons-
truir M si: 0<x<ZR.
En la ecuacidon (*) se tiene A' = 5R2 - 2R = R(5R - 2¢).

Ademds si F(x) = x2 - 2Rx + 2RL - 4R®  se tiene f(0) = f(2R) = 2R(£ - )
He aqui una tabla:
2 2R R Rk k>0
A' + 0 -
Raices Dos raices x' =x"=R Rafces complejag
Soluciones M =A Solucion No hay solucién
P _ Gnica de :
6 M =8B
M=C
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SOLUCION 9.

Si desarrollamos el Tado izquierdo:
(n)2 = In(n-1) -... 11 [n(n-1) -...- 1]
= (n-1)((n-1)2) ((n-2)3) -...- (1-n)
(hemos asociado el primer factor del primer cérchete con el G1timo del segundo,
el segundo factor del primer corchete con el pendltimo del segundo, y asi suce-

sivamente. Como Tos productos en cada paréntesis son mayores o iguales a n, y
hay n de ellos, se tiene la desigualdad).

SOLUCION 10.

a /[)‘_/—P" Los puntos A, B, C, D son vértices
7 ‘\\ de un cuadrado con diagonal AC por
\\\ P - % To que
N k\‘;c yt+8= 45°=aq.
- \\\ S g‘/ : (Hay otras construcciones, aunque é&s-
‘D/ ta da Ta solucién de manera inmediata).
SOLUCION 11. -

Supongamos que existe una recta D con esa propiedad y denotemos por P
y Q a Tos dos puntos sobre D que son Tas ‘proyecciones de A y B. Ademis,

D por el momento, supongamos que P y Q
son distintos. Entonces APQB resulta
ser un trapecio rectdngulo con bases
AP y BQ. De modo que la paralela a
las bases por el punto medio I de AB
pasa por el punto medio de PQ y es
perpendicular a PQ, es la mediatriz
de PQ por lo tanto pasa por 0. Asi

que PA, I0 y QB son paralelas.
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De este modo,dadas A y B, busquemos I el punto medio de AB trace-
mos OI y por A y B tracemos 1as paralelas a O si upa de ellas tiene al
menos un punto P en comin con el circulo la otra intersectard al cfrculo en Q
simétrico de P respecto a 0 y la recta PQ es una solucion a nuestro pro-
blema. Si la paralela a 0l que pasa por A no intersecta al circulo, entonces
no hay una recta que satisfaga las condiciones del problema.

Si Ay B son simétricos respecto a 0 1ia recta Ol queda indetermi-
nada y todo par de rectas paralelas que pasen por A y B y que intersecten al
L circulo, determinan unarecta solucin.

L
_ A Nos falta el caso en que P y Q sean
= 0 i el mismo punto.
//jL- St la recta AB y el circulo C tie-

nen al menas un punto en comin P, 1la
perpendicular a P en AB es una solucidn; si no, no hay recta D que sea SO~
ucibn y para la cual P y Q sean el mismo punto.

SOLUCION 12.

Primero hay que convencerse de que dadas tres longitudes L; » Ly ¥ L3>
entonces se puede armar un tridngulo cuyos Jados tengan estas longitudes,si y s6-
1o si, suponiendo que L1 es 1a mds grande de las tres, se tiene ths L2 + L3 .
(¢Por qué es esto?).

Ahora supongamos que 1a arista mds grande del tetraedro mide a. Sean
A, B los vértices del tetraedro que son extremos de esta arista. FEsta arista es
comidn a dos tridngulos AABC y AABD del tetraedro. FEntonces a = |AB| = [BC|,
lAC[ y a=|AB| = |AD|, |BD|. Segin To que dijimos arriba bastard mostrar que
|AB] < |AC| + [AD| (estas son las aristas que concurren en A y, en este caso,
A seria el vértice del que habla el problema) o que |BA| < |BC| + |BD| (y en
este caso B seria el vértice elegido).

Por la desigualdad del tridngulo aplicada a AABC y AABD, |AB| < [BC| +
+ |Ac| y |AB| <|AD| + |BD|. De manera que |AB| + |AB| < |BC| + |AC| + |AD| +
|BD| = (|AC| + [AD]) *+ (|BC| + |BD|). De esta desigualdad obtenemos que no es po-
sible que |AB| > [AC| + [AD| y |AB| > [BC| + [BD[. Por tanto [AB| < |AC| +
+ |AD| y |AB| <|BC| + |BDI.




SOLUCION 14.

-

(a) Notese que f(x+ta) >3 para toda x. FEsto implica que f(x) = f(x-at+a)>
2

>%— para toda x.
Calculamos: f(x+a) = %»+ Vv F(x)-(f(x))

= %-+ \/f(x-a+a)-(f(x—a+a))2

=== 2
% \/;9_1- + v/ f(x-a)-(f(x-a))" - (% + V/F(x-a)-(F(x-2))?)
%+ \/% - flx-a)+(f(x-a))? = %+ v (% - f(x-a))?

+ l%— f(x-a)| = %+ f(x-a) - % = P(x-a).

un
N =

Por tanto f(x+a) = f(x-a) para toda x. Esto implica que f(x+2a) = f(x) para

toda x. Por tanto f es perfodica (con b = 2a).

(b) Para a = 1, podemos definir f(x) = %- para toda x en alguno de lgs

intervalos de Ta forma [k, k + %Q y f(x) =1 para toda x en alguno de Tos in-

tervalos de la forma [k + %-, k+1) donde k es un entero.

SOLUCION 16.

Llamemos A = {al,az,-..,am} al conjunto de diez niimeros. Recordemos
que el nlmero de subconjuntos que tiene un conjunto de n elementos es 2". De
manera que A tiene 210 - 1 = 1023 subconjuntos no vacfos. Para cada subcon-
junto B de A, denotemos por ZB a la suma de los elementos de B. Para ca-
da B, ZB <1000 porque B tiene a To mds 10 elementos y cada uno de ellos
es menor que 100. Entonces se pueden formar 1023 nimeros de la forma =B,
pero todos ellos estdn en 10,11,...,1000. Esto s6lo es posible si algunos de
ellos se repiten, de manera que existen B,C C A tales que ZB =XC; B,C son
no vacfos y B # C. No es posible que B C C porque como son diferentes, en-
tonces existirfa un x € C tal que X & B y entonces en =B =3XC podemos can-
celar todos los elementos de B de ambos lados y entonces obtendriamos que
Q =2(C-B) >X >11. Este absurdo muestra que B ¢ C y, similarmente C ¢ B.
Cancelando en 2B =2ZC Tlos elementos comunes, tenemos que 2 (B-C) =3(C-B) y
B-C, C-B sonajenos y no vacfos. Esto termina la prueba de 1a existencia
de los conjuntos.
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SOLUCION 18

s510 hay un nimero finito de formas de escribir 1976 como sumd de enteros
positivos, de manera que estamos hablando de un nimero finito de productos ¥s €0
consecuencia, debe haber uno maximo.

Supongamos que N es el maximo que se puede obtener, entonces existen en-=
teros positivos al,...,an tales que N = al-...-an y a1+...+a = 1976. Vamos
a argumentar porqué a; no es ninguno de T1os nimeros 5,6,75...,1976. St por
ejemplo, 2y = 5, entonces N 1O seria maximo pues podemos sustituir a; Ppor
2 y 3 ylasum sigue siendo 1976 pero el producto serfa 2-3:25°.--"8y =
= 63,7 .--"8 > 5ay- .-ty = N y entonces obtendriamos un nimero mds grande
que el maximo. Si a = 6, lo podemos sustituir por 3 ¥ 3, st 3= 7, lo
sustituimos por 3,3 y 1, si ag = 8 1o sustituimos por 3,3y 2 si
a, = 9, 1o sustituimos por 3, 3 ¥ 3. A cualquiera de 1os niimeros entre 10
y 26, 1o podemos sustituir por 3,33 N ) PO PR cualquiera entre
26,...,1976, 10 podemos sustituir por 3,3,3,3,3,3,3 ¥y unos (37 =2187 y 71-3=
= 21). Por tanto, ningln 3 puede ser mayor que 4.

Cualquier 4 se puede sustituir por 2 ¥ 2 y se obtiene el mismo pro-
ducto, entonces podemos suponer también que no hay 4's entre los ai's. Enton-
ces el nimero N es de Ta forma N = 172°3".

si s =3, entonces en N aparecen 92.2.2 pero estos tres 2's pueden
ser sustituidos por dos 3's Yy se obtiene un nimero més grande. Entonces s < 2.

si r>2, entonces en N aparecen 1.1 pero estos dos 1's pueden
ser sustituidos por un 2 y se obtiene una N més grande. Entonces © <1.

Como s<2 y " <1, y ri+sz+ £3 = 1976, debe haber al menos un
3. si r=1, entonces habria un 1 y un 3 que pueden ser sustituidos por
dos 2's obteniendo nuevamente un nimero més grande, por tanto, no puede haber
1's.

Entonces N es de 1a forma N = sst o W= 28-3%. Astque 1976°
—24+t3 o 1976=2+% 2 + t3. Como al dividir 1976 por 3, el residuo es
2, sblo puede ser de la primera forma y ademds t = 658. ‘

por tanto N = 2:3%°-
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SOLUCION 23. Si numeramos los vértices como en la figura, las coordenadas son:

Vi = (cos 0°, sen 0°) = (1,0)
V:
2 V, = (cos 60°, sen 60°) = (1/2, V3/2 )
V, = (cos 120°, sen 120°) = (- 1/2, V/3/2 )
Y 3
- Vg = (cos 180°, sen 180°) = (-1, 0)
Vg = (cos 240°, sen 240°) = (- 1/2, - V/3/2 )
Y % Vg = (cos 300°, sen 300°) = (1/2, - V3/2 )
y las pendientes de Tos lados son:
my, = tan 120° = - /3 mys = tan 300° = - V3
Mgz = tan 180° = 0 Mee = tan 360°= 0
My, = tan 240° = V3 mg; = tan 60° = /3
Por 1o tanto, las ecuaciones de los lados son:.
Lipiy = - V3 (x-1) Lyt y = - V3 (x+1)
223: y-v3/2=0 156: y+v3/2=0
Lyg: y - v3/2 = V3 (x + 1/2) Loy +V3/2 = V3 (x - 1/2)

Si en lugar de la ecuacién y = mx + b, consideramos las desigualdades
y<mx +b 6 y=mx+b, tendremos semiplanos que contienen al interior del
exagono (para ver cudl debe ser la eleccién, basta ver si (0,0) Ta satisface):

512:y<-/3x+/§ 545:y>-/3x-/3'
Sp3° y <V3/2 Sggt ¥ > - v3/2
S34° ¥ </Ix+ /3 561:y>/3'x-/?7

Este es el sistema buscado porque la interseccidn
region limitada por el exdgono original.

de todos Tos semiplanos es la
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SOLUCION 24.

e

” B Denotemos por D el punto diametralmen-
A te opuesto a A.

Observemos que Z*ABD = 90°.

Sea B' el punto medio de AB y obser-
vemos que el tridngulo AB'O es seme-
jante al tridngulo ABD, asi que %*AB'0
es recto y por lo tanto B! describird 1a circunferencia de didmetro AO.

SOLUCION 25.

Capacidad del cilindro
141.3 ¢l = 1.413 1, = 1413 cm
Superficie de base del cilindro:

3

l%%é = 78.5 cm2
S = nRZ R2 = %gi%»= 25 cm2 R=y25 =5 cm.
Superficie de 1a base del paralelepipedo rectangulo:
41 x2=8cm

Superficie total de las bases 78.5 + 8 = 86.5 cm2
Volumen de agua contenido en los dos vasos:

2.724 1. - 1.34 1. = 1.384 1. = 1384 cm
Altura del agua en los dos vasos:

1384 _
855 16 cm.

3

Las variaciones de altura en los dos vasos son inversamente proporcionales a las
secciones de 1os vasos:

Variacion de Secciones en
altura en cm. cm2
11 8
X 78.5
La altura del agua en el vaso cilindrico serd modificada de la siguiente forma:
%%—= Z§§§ y asi X = l%§%§§‘= 1.1 cm.
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SOLUCION 26

Después de 10 dias los obreros trabajando 8 h, por dia hubiesen tardado
34 - 10 = 24 dias para terminar el trabajo.

Dias Obreros Horas
24 15 - 8
X% 10 i 9
Asi qué %4— = %—g x % %5:— = % de donde x = 32 dias

4,080,000 es el salario total y representa
34 x 8 x 15 = 4,080 horas de obrero
asi el salario por hora es:
4,080,000 = 4,080 = 1,000 pesos
Salario total de cada uno de los cinco priferos obreros
1,000 x 8 x 10 = 80,000 pesos '
Salario de cada uno de Tos otros 10
1,000 x 9 x 32 + 80,000 = 296,000 pesos

SOLUCION 32.

n ’ .
Usaremos el hecho que kfo p“(k) = n! y supongamos sin pérdida de generalidad

que S ={1,2,...,n}. Asignemos a cada permutacién de S un vector

(el,ez....en). tal que e; =1 si 1 esun punto fijo de S, y e; =0 en

caso contrario (1 <1i<n). Entonces existen pk(n) de tales vectores que

tengan exactamente k. componentes "1", y por tanto la cantidad total de "1"
" en todos Tos vectores de todas las n! permutaciones es:

n
Z kop (k)
k=0 It
Pero para cada (1 <1i<n), existen (n-1)! permutaciones de S que tienen

el punto fijo 1{ y para las cuales es e = 1. Por tanto hay exactamente
n(n-1)! = n! componentes "1" en Tos vectores.
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SOLUCION 32.

Realizaremos construcciones auxiliares como se muestra en la figura. Sea P el
segundo punto de interseccidn del segmento BC y la circunferencia circunscrita
al cuadrilétero AKLM. Entonces % BCN = % BAN por ser dngulos inscritos en un
mismo arco de 1a circunferencia. Por esta misma razon % MAL = % MPL. Como AL
es bisectriz entonces % BCN = % BAL = % MAL. Por tanto % MPL = % BCN, y por
consiguiente, PM Il NC. De forma andloga se demuestra que kP Il BN. Como los
cuadrilateros BKPN y NPMC son trapecios entonces SBKE = SNPE y SPNF = SCFM s
de donde se deduece que SABC = SAKNM .

SOLUCION 34.
Dado que xi + xg +..0.F xi =1, entonces, usando la desigualdad de Cauchy:

= 2
|x1| * lle to.t 1xn| <V x] Xy et Xy /m o=/

Entonces todas 1as sumgs de la forma egX; +eX, +oooh e Xy con

e; €10,1,2,...,k-1}, deben estar en el intervalo cerpado 1, de longitud

(k-1)- n . Ese intervalo puede ser recubierto con K" - 1 subintervalos cerra-
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dos de Tongitud (k-1)- Vi /(" -1). Por el principio de Dirichlet podemos afir-
mar que existen al menos dos de estas sumas que estdn un mismo subintervalo, y
por ténto su diferencia no deberd exceder l1a longitud del subintervalo. Luego
e; €100, #1,+2,...,% (k- 1)} para los cuales

R . (k-1) vm

[egx; + exy +...+ enxnl < T

SOLUCION 35

iNo existe!. En efecto, supongamos que exista una tal funcion, entonces :
§(n +1987) = 4(§(§(n))) = ¢{n] + 1987 para todo n €N
" De aqui se obtiene, aplicando inducc1§n, que:
§(n +1987 t) = §(n) + 1987 t para todos n,t.€N
Por otra parte, consideremos r EN, r< 1986,v entonces:
§(r) = 1987 k + ¢ kLEN, £ <1986
Entonces tenemos:
§(4 (r)) = r + 1337
§(8(r)) = (e + 1987 k) = §(£) + 1987 k
Por consiguiente tenemos dos posibilidades:
(1) k=i= §(r)=1987+ 2 y (&) =r=r+2¢
(2) k=0=4(r)= 2y §(& =r+1987 =r+2¢

De esta manera el conjunto {0,1,2,..., 1986} esta dividido en pares (a,b) ta
les que:
“§(a) =b y §(b) =a+1987 o f(b)=a y §(a)=b + 1987

Pero el conjunto {0,1,2,...,1986} tiene un nimero impar de elementos, por lo -
que no puede ser dividido en tales pares. De esto resulta una contradiccion,
por tanto no existe la funcidn buscada.
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SOLUCION 36

Los puntos P{;(i,iz), i=1,2,...,1987, cumplen las condiciones:

G- e (- 57 =

1) Pin

A -2+ G374+
-3l /e e gl

Supongamos que F;Fg es racional, entonces existen p,q€N q#0, (p,q) =1
tales que

7 2
/14 .+ 3 = g-, osea, 1+ (i+ j)2 = E%? (*)
q

De esto resulta p?'/q2 €N, es decir, qzlp2 y alp. Como (p,q) =1 y alp
entonces g =1 y en yirtud de,(f), 1+ (i +3)° serfa un cuadrado perfecto.
Por otro lado
< e < N2 3 2 e
G+<1+(E+3°<1+@{+3)+ 2(i + J) =
=1 +3+ 1)
es decir 1+ (i + j)2 no es un cuadrado perfecto. iContradiccién!
2) Para el drea de la superficie A del tridngulo PinPk , i<ji<k, se
cumple:
+ 2 <2 2 2 2
PR ol DR R ¢ R i U

o sea, A es racional.
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SOLUCION 37

Sea y el menor nimero entero no negativo que satisface la desigualdad y <
<p-2 ypara el cual f(y) es un nimero compuesto. Denotemos por q al me-
nor divisor simple del nimero f(y]. :
Demostreros que q > 2y. Supongamos lo contrario, es decir, q <2 yanali
cemos la diferencia

. fly) - f(x) = (y +x +1)
Si x varfa de O'hasta y - 1 entonces la expresién y - x toma todos los va
lores 1,2,...,y; mientras que la expresidn y + x'+ 1 toma los valores y + 1,
y*+2, ..., 2y. Por tanto existe x ; 0 < x <y-1 tal que q| (f(y) - f(x)).
Como g| f(y) y el nimero f(x) es primo, entonces de aqui se deduce que
q|f(x) y mas ain f(x) = q. Observemos que

y-x<p-2<p+x+xz=f(x)

2. f(x),

y por eso la relacion f(x) | (y - x) (y + x + 1) es imposible. La contradic--
cidn obtenida demuestra que q >2y + 1.

E1 niinero q es el menor divisor simple del nimero f(y) y por eso q </ T(y).
Por sonsiguiente, f(y) ?qz. Por To anteriormente demostrado tenemos que

2

Yy+x+1<p+x-1<p+x+x

y2+y*p>(2yv+1)2='4.v

+ 4y + ‘1 .

De aqui se concluye facilmente que y </ p/3 , es decir que entre los niimeros
£(0), f(1),..., f( [/ p/31) se tiene un nimero compuesto, lo que contradice -
las condiciones del problema. De esta manera entre los ndmeros f(9),f(1);...,

f(p-2) no hay compuestos, que es lo que se pedfa.demostrar.
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