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PRESENTACION

Durante 1993, en el marco de las Olimpiadas Nacionales de la Ciencia, la Sociedad Matemadtica Mexicana
conjuntamente con la Academia de la Investigacién Cientifica, A.C., estd organizando la 7a. Olimpiada
Mexicana de Matematicas. Los ganadores serdn la base para conformar la seleccién mexicana que
representars a nuestro pais en la XXXV Olimpiada Internacional de Matemiticas, a celebrarse en julio de
1993, en Hong Kong, en la 9a. Olimpiada Iberoamericana de Matemiticas a celebrarse en Brasil en
septiembre de 1994 y en la Olimpiada de la Cuenca del Pacifico, versién 1994, competencia que se lleva
a cabo por correo y cuyo examen se aplicard en el mes de marzo de 1994.

En la 7a. Olimpiada Mexicana de Matemdticas podrdn participar los jévenes mexicanos nacidos después
del lo. de agosto de 1974. Los concursantes deberdn estar inscritos en el bachillerato durante el primer
semestre de 1994. Para el 20 de julio del mismo afio no deberdn estar inscritos en ninguna universidad o
equivalente.

Como en afios anteriores, hemos preparado un folleto que sirva de orientacién a los alumnos que deseen
participar en esta competencia.

Como ya es costumbre, hemos incluido problemas varios con su solucién, algunos exdmenes regionales y
los exdmenes de las competencias internacionales del afio pasado.

Los problemas que aqui aparecen, no son los ejercicios rutinarios a los que se enfrentan los alumnos en
sus cursos normales, sino problemas que requieren de una buena dosis de ingenio y creatividad y también

de mucho esfuerzo. Es conveniente discutirlos tanto con compafieros como con profesores.

Extendemos una cordial invitacién a maestros y alumnos para que nos hagan llegar problemas de su
creacién con la solucién incluida. Los mejores serdn publicados en el folleto de la siguiente Olimpiada.

La participaci6n en cualquiera de las tres etapas que abajo se detallan es INDIVIDUAL.

ETAPAS DE LA OLIMPIADA

La Olimpiada Mexicana de Matemticas consta de tres etapas: concursos estatales, concurso nacional y
entrenamiento y seleccién de la delegacion mexicana que participard en competencias internacionales.

En cada estado de la Repiblica, con base en los resultados del concurso estatal, se selecciona a seis
alumnos para asistir al concurso nacional y en el caso del Distrito Federal a diez alumnos.

Durante el concurso nacional, el examen se lleva a cabo en dos sesiones de cuatro horas y media cada
una. De este certamen, se elige al grupo de ganadores que conforman la preseleccién mexicana.

La vltima etapa consiste en el entrenamiento intensivo de la preseleccion, a base de cursos y exdmenes
tipo. Con base en los resultados que obtengan en los exdmenes de clasificacion, se elige a los estudiantes
que conformar4n la delegacién mexicana que participard en las olimpiadas internacionales.
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RESUMEN DE RESULTADOS

OLIMPIADAS INTERNACIONALES DE MATEMATICAS

Desde 1987, afio en que la Sociedad Matemitica Mexicana organiza la 1a. Olimpiada, los resultados han
sido los siguientes:

Afio Pais sede No. de paises Lugar de México
1988 Australia 49 37

1989 Rep. Fed. de Alemania 50 31

1990 Rep. Popular de China 54 36

1991 Suecia 55 35

1992 Moscii 56 49

1993 Turquia Se llevard a cabo en julio de 1993

OLIMPIADAS IBEROAMERICANAS

Afo Pais sede No. de paises Lugar de México
1989 Cuba 13 3

1990 Espaiia 15 3

1991 Argentina* 16 5

1992 Venezuela 16 5

1993 México Se llevard a cabo en septiembre de 1993

(*) México obtuvo la primera medalla de oro en este tipo de competencias. El joven Bernardo Abrego
Lerma, originario del Distrito Federal, distingui6 a nuestro pais con este logro.

En resumen, en las olimpiadas internacionales se han obtenido cuatro medallas de bronce y once
menciones honorificas. En las cuatro olimpiadas iberoamericanas en las que México ha participado se
han obtenido una medalla de oro, siete medallas de plata, seis medallas de bronce y dos menciones
honorificas.

OLIMPIADA DE LA CUENCA DEL PACIFICO

Este concurso se realiza por correo. Actualmente el Comité Organizador tiene su sede en Australia y a
partir de septiembre de 1993, México tendrd el honor de convertirse en la sede de esta competencia.
México ha participado en tres ocasiones. En 1990, se obtuvo una medalla de bronce y dos menciones
honorificas. En 1991, se obtuvieron dos medallas de bronce y siete menciones honorificas. En marzo de
1992 se obtuvo una medalla de bronce y siete menciones honorificas. En marzo de 1993, el examen de la
Cuenca del Pacifico se aplic6 en la ciudad de México y el Comité Organizador en Australia nos hard
llegar los resultados en mayo de 1993.



PROBLEMAS
PROBLEMA 1.

Caloule 6° ¢ 6° + 6° + 6% » &% &5,

PROBLEMA 2.

Sean a, b, c enteros positivos tales que a y b son impares. ¢Cual

es el residuo de 3* + (b-1)%c al dividirlo por 4?

PROBLEMA 3.

La razén de los radios de 2 circunferencias concéntricas es 1:3.
Si AC es un diametro del circulo grande, BC es una cuerda del circulo

grande que es tangente al circulo pequefio y AB = 12, ;Cual es el radio

del circulo grande?.

PROBLEMA 4.

Determine todos 1los pares de enteros positivos (a,b) con
a+b = 100 que satisfacen
a+ b_1

-1
a +Db

= 13.

PROBLEMA 5.

Encuentre cinco enteros menores o iguales que 1992-35 tales que

tengan al menos 100 divisores.




PROBLEMA 6.

Calcule la diagonal AC del siguiente paralelogramo:

B 1 C

A D
donde el paralelogramo esta formado por cuatro triéngulos equilateros
de lado 1.

PROBLEMA 7.

Sean a, b, c, d, e nadmeros reales tales que:
i) a>b
ji)e-a=d-b
jii) e-~d <b -a
jv) a+b=c+d

Ordene los numeros a, b, c, d, e de mayor a menor.

PROBLEMA 8.

Determine todas las parejas de enteros (x,y) que satisfagan:

(2 - ax + )Y = 1.

PROBLEMA 9.

Dos circulos se cortan en A y B. Una recta { pasa por A y corta a
los circulos en M y N.

a) Estudie los angulos del triangulo BMN cuando ¢ pivotea
alrededor de A (rota alrededor de A).

b) Pruebe que si los circulos tienen el mismo radio, BN = BM.




PROBLEMA 10.

Dado un triangulo ABC y su ortocentro H. Encuentre los
ortocentros de los triangulos ABH, ACH y BCH.

PROBLEMA 11.

En un pais es posible \“ria,jar en avién entre dos ciudades
cualesquiera; si no hay vuelo directo, hay al menos uno indirecto
pasando por alguna o algunas otras ciudades. Un camino, es una ruta
aérea entre dos ciudades que pasa no mads de una vez por cada ciudad
intermedia. La longitud del camino, es el numero total de ciudades que
atravieza, contando la uUltima y sin contar la salida.

Sea M la longitud maxima en ese pais. Pruebe que dos caminos de
lohgitud 1gua:1 a M tienén que tener al menos una ciudad en comun.

PROBLEMA 12.

Sea p un numero primo. Demuestre que si ....ax,aiﬂ,...,a“p_l...
estdn en progresién aritmética y d es la diferencia entre sus
térn;ino_s, entonces p divide a d o p divide a uno de los a  con
k = 0,1,...,p-1.

Examen de SELECCION DE LA DELEGACION MEXICANA aplicado a los ganadores
de la V OLIMPIADA MEXICANA DE MATEMATICAS.

PRIMER EXAMEN
PROBLEMA 13.

Demuestre que 1992 divide a uno (y por lo tanto a una infinidad)




PROBLEMA 17.

Sean ABCD los vértices de un tetraedro. Supongamos que E es un
punto en AD, F en BD y G en CD tales que ABEF y ACGE son ciclicos.
Pruebe que:

a) BCGF son ciclico.

b) ABCEFG estan todos en la misma esfera.

PROBLEMA 18.

Sea k = 1988, ;Cuantos nimeros capictias de la forma
%Ry iR PP PP
hay, tales que la suma de sus cifras sea igual a 97.

Exéamenes de seleccién para la VII OLIMPIADA IBEROAMERICANA.
PRIMER EXAMEN
PROBLEMA 19.

Considere un circulo y A, By C, tres punfos en él. Sean D y E
puntos en el circulo tales que el «BAD = «DAE = «EAC. Sean M, N y P
las intersecciones de AD y BC, AE y BC, AE y CD, respectivamente.

Pruebe que:
BM =
_,— + — =1

PROBLEMA 20.

Encuentre todas las soluciones enteras de la ecuacién:

1,1_ 1
x y 1992




PROBLEMA 21.

Sea n un numero natural. Definimos dos sucesiones binarias de
longitud n como equivalentes si una es igual a la otra leida de
derecha a izquierda.

;Cuéntas sucesiones de longitud n, no equivalentes, hay?

PROBLEMA 22.

Encuentre una expresién para el n-ésimo término de la sucesién:

a =1 y a = n-a + msE
o] n n-1 n

donde Fn es el término n+l1 de la sucesidén de Fibonacci.

SEGUNDO EXAMEN
PROBLEMA 23.

Pruebe que si los puntos medios de las aristas de un tetraedro
ABCD, estan en una esfera, entonces el tetraedro es ortogonal, es
decir, las aristas opuestas son perpendiculares y

2

AD? + BC® = AB? + cD? = AC® + BD®

PROBLEMA 24.

Sea S la suma de todos los numeros que tienen sus cifras en orden

estrictamente creciente. Pruebe que
9

S = Z k(2 (11°7%)
k=1

PROBLEMA 25.

Pruebe que:




2 ;
10 10 i 10"

107 + 10" + ... +10° =0 (mod 7) & r =0 (mod 7)

PROBLEMA 26.

Pruebe que para todo numero natural n > 1,

1 1 1
l<gm*mz* -ty <2

TERCER EXAMEN
PROBLEMA 27.

El ntmero 1234...9991000 se multiplica por algin entero n,
1 =n=9 yal resultado se le quitan todos los unos. El nuevo numero
se multiplica por m, 1 = m = 9, y del nuevo resultado se quitan los

unos, etc. Halle el menor numero que se puede obtener de tal modo.

PROBLEMA 28.

Dado un poligono regular de 5 o mas lados (puede ser como caso
tipico un hexdgono), se trazan las diagonales que unen cada vértice
con los dos vértices consecutivos a los adyacentes a dicho vértice.

i) Pruebe que los puntos de interseccién de dichas diagonales
determinan un poligono semejante al dado.

ii) Halle la relacién existente entre las areas de los dos
poligonos.

PROBLEMA 29.

Un nimero natural n se dice abundante si la suma de sus divisores
(incluido n) es mayor que 2n. Pruebe que todo ndmero par mayor que 46

se puede expresar como suma de dos numeros abundantes.




Examen del CONCURSO NACIONAL correspondiente a la VI OLIMPIADA
MEXICANA DE MATEMATICAS. ‘

PRIMER DIA
PROBLEMA 30.

Un tetraedro OPQR es tal que los &angulos POQ, POR y QOR son
rectos. Muestre que si X, Y, Z son los puntos medios de PQ, QR y RP,
entonces el tetraedro OXYZ es isbésceles, es decir, tiene sus cuatro
caras iguales.

PROBLEMA 31.

Sea p un numero primo, encuentre todas las cuartetas de enteros
(a,b,c,d) distintas, con 0 = a, b, c, d = p-1 tales que ad - bc sea
maltiplo de p.

PROBLEMA 32.
Considere siete puntos dentro o sobre un hexagono regular y

pruebe que tres de ellos forman un tridngulo cuya area es menor o

igual que % del area del hexagono.

SEGUNDO DIA

PROBLEMA 33.
10 cifras
PrPem=,
Muestre que 100 divide a 1 + 11** + 111" + ... + 11, .1}
N
10 cifras
PROBLEMA 34.

Sean x, y, z numeros reales positivos tales que x +y + z = 3. Si



S=vV2x+3 +V2y +3 +V 2z + 3, pruebe que 6 < S = 3V 5.

PROBLEMA 35.

Sea ABCD un rectangulo. Sean I el punto medio de CD y M la
interseccién de BI con la diagonal AC.

a) Pruebe que DM pasa por el punto medio de BC.

b) Sea E un punto exterior al rectangulo tal que ABE sea un
triangulo isésceles y rectangulo en E. Ademds, supongamos que
BC = BE = a. Pruebe que ME es bisectriz del angulo AMB.

c) Calcule el area del cuadrildtero AEBM en funcién de a.

PROBLEMA 36.

Sea p un nUmero primo, encuentre todas las cuartetas de enteros
(a,b,c,d) distintas, con a, b, c, y d también distintos y
0 = a,b,c,d = p-1, tales que ad - bc sea multiplo de p.

A PARTIR DE AQUI, PRESENTAMOS UNA SERIE DE EXAMENES QUE FUERON
APLICADOS EN DIFERENTES CONCURSOS. .

f

VI OLIMPIADA DE MATEMATICAS
CONCURSO ESTATAL DE AGUASCALIENTES

PRIMERA PRUEBA
PROBLEMA 1.

Una compafiia de teléfonos celulares asegura que la carga de cada
uno de sus aparatos dura 90 minutos de conversacién continua o hasta
15 horas en esperd de llamada (linea libre).




Suponiendo cierto lo que afirma el anunciante,

;cuanto tiempo

duré en conversacién un cliente si la carga se le terminé al cabo de 9

horas? (Advertencia: no son 36 minutos).

PROBLEMA 2.

El cuadrilatero de la figura tiene en
centimetros, medidas enteras y distintas
en todos sus lados. Las medidas anotadas, 1
y 11, corresponden a los lados menores.

¢Cuanto miden los lados X y y?.

PROBLEMA 3.

En la siguiente figura, se tienen 16 puntos que forman una

reticula cuadrada y dos rectas, L1 y Lz, perpendiculares entre si.

a) ¢Cuantos cuadrados se pueden formar,

de tal manera que sus vértices
pertenezcan a la reticula, pero que
ninguno de sus lados sea paralelo a

L nialL_?.
1 2

b) ¢Cuantos triangulos isésceles se [‘:a
pueden formar, de tal manera que sus
vértices pertenezcan a la reticula, pero que

lados sea paralelo a L1 ni a Lz?'

PROBLEMA 4.

Mediante la utilizacién del producto notable
m-3 2

Ly

ninguno de sus

(x - y) ("N Py o+ XY e Lt xy" 2y = X" - Vv, simeN

es posible demostar que 23k—1 es divisible entre 7 y que 22k -1 es

10




divisible entre 3, para todo valor k € N.
¢De qué forma debe ser n e N para que 2" - 1 sea divisible
entre 21? Justifica tu respuesta.

SEGUNDA PRUEBA
PROBLEMA 1.
Se sabe que el producto de 1992 numeros naturales es 1992,

‘ :Cudntos de dichos factores deben ser iguales a 1?. Da el minimo
| y el maximo de este tipo de factores.

PROBLEMA 2.

En la figura adjunta se tiene que:

OA = 0D £0AB = 90°
ab = 6 £0BC = 90°
DC = 10 £0DC = 90°
Calcula la medida BC. A
!
| B c
PROBLEMA 3.

Di por qué es cierto que:
1" 1)
si n > 0, entonces (1 + E) < [1 *.——J
PROBLEyA 4.

Demuestra que 8n(n® + 5) es divisible entre 48 para todo valor de
n e N. '
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VI OLIMPIADA DE MATEMATICAS
EXAMEN REGIONAL DEL D.F.

PROBLEMA 1.

Sea ABCD un cuadrado y sea O el centro del cuadrado. Supéngase que
una linea corta a los lados AB y BC del cuadrado en los puntos E y F,
respectivamente. Pruebe que:

a) Si la linea EF es tangente a la b
circunferencia inscrita, entonces el ///’V‘\\\\
angulo EOF es de 45°. °.

F
b) Si el &ngulo EOF es de 45°, \/
A E B

entonces la linea EF es tangente a la

circunferencia inscrita.

PROBLEMA 2.

Encuentre un numero entero positivo n menor que 2100 tal que

n = p3-q-r, con p, q ¥y r nimeros primos distintos y r > 80.

PROBLEMA 3.

Sea ABCD un trapecio tal que sus diagonales se intersectan en
angulo recto. Pruebe que (AB + cp)? = (ac)? + (BD)Z

PROBLEMA 4.

En la siguiente figura, para llegar del punto A al punto B,
solamente se pueden recorrer caminos en la direccién que indican las

flechas. ¢Cuantos de estos caminos distintos se pueden encontrar?

- >

Y
Y

5.
>

3
¥
\




VI OLIMPIADA DE MATEMATICAS
CONCURSO ESTATAL DE DURANGO

PRIMER DIA
PROBLEMA 1.

Inscriba un circulo de diametro d en un triangulo rectangulo de

hipotenusa c y lados a y b, como se muestra en la figura.

\

Pruebe que a + b =c + d.

PROBLEMA 2.

Calcule la suma
[(2 x 1000) - 1] + 2[(2 x 1000) - 3] + 3[(2 x 1000) - 5] + ... +
+ 999[(2 x 1000) - 1997] + 1000[(2 x 1000)- 1999].

PROBLEMA 3.

Encuentre un nimero de cuatro digitos si ée saﬁe qﬁe:
i) La suma de los cuadrados de los dos digitos extremos es
igual a 13;
ii) La suma de los cuadrados de los dos digitos medios es igual
a 85;
iii) Si del numero buscado se resta 1085, se obtiene un numero

que se escribe con los mismos digitos, pero en orden contrario.

13
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SEGUNDO DIA

PROBLEMA 1.

Inscriba un rectangulo de base b y altura h y un triangulo

isésceles de base b en un circulo de radio uno, como se muestra en la

figura.

¢Para qué valor de h, tienen la misma area el rectangulo y el

triangulo?

PROBLEMA 2.

Agregue al final del numero 523, otros tres digitos, de tal

manera que el nuimero de seis digitos resultante, sea miltiplo de 7, 8

y 9. Determine todas las soluciones.

PROBLEMA 3.

Sean a, b y ¢ nimeros reales tales que

bec = ia ca - b2 ab - ¢
Pruebe que:

{be - a®%* Frea - 8%)® {8y - &%®




VI OLIMPIADA DE MATEMATICAS
CONCURSO ESTATAL DE JALISCO

PROBLEMA 1.

Al multiplicar un numero de tres cifras por 7 se obtiene un
numero que termina a la derecha en 638. Encontrar ese numero.
PROBLEMA 2.

Se dibuja un rectangulo (el término no excluye al cuadrado) en
papel cuadriculado y se sombrean las casillas del contorno. En este

caso, el numero de cuadriculas sombreadas es inferior al de las que

permanecen en blanco, en el

RENEERXER \‘-Wﬁ'a
R interior. ;Sera posible dibujar un

A rectangulo de proporciones tales

q : [ % que el borde -de una casilla de
I ! S

B 3’1"‘;;-'. NN M TS T O

anchura- contenga igual numero de

cuadrados que el rectangulo blanco
interior?. De ser asi, la tarea consiste en hallar todas la

soluciones.

PROBLEMA 3.
Calcular el area de la regién sombreada, si sabemos que la cuerda

CD de longitud 24 es paralela al didametro AB y el semicirculo pequefio
es tangente a la cuerda dada.
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PROBLEMA 4.

Sea ABCD un cuadrilatero y M, N, P, Q, los puntos medios de AB,
BC, CD y DA, respectivamente; K y L son los puntos medios de AC y
BD.Las rectas PM y QN se cortan en O. Demostar que los puntos K, Oy i

estan alineados y que KO = OL.

PROBLEMA 5.

Se pueden pintar todos los vértices de un cubo de blanco o bien
de negro, o bien unos de blanco y otros de negro. ;Cuantas formas
distintas de pintado existen?.

(Dos cubos se consideran pintados de diferente manera, si no se les

puede confundir, por mds que giremos el c:bo).

OLIMPIADA DE LA CUENCA DEL PACIFICO
MARZO DE 1992

PREGUNTA 1.

Considere un triangulo cuyos lados estan dados y se denotan por
a, by c. Sea S el semiperimetro, es decir S = (a + b + c)/2.
Construya un triangulo cuyos lados midan S-a, S-b y S-c. Este proceso
se repite hasta que no se pueda construir un triangulo con la
longitud de lados indicada. ¢Para qué triéngulos iniciales este

proceso se puede repetir una infinidad de veces?.

PREGUNTA 2.

En el circulo C de centro O y radio r consideremos dos circulo C1
y C2 tangentes interiormente a C en A1 y Az y ellos a su vez tangentes

exteriormente en A. Sean 01' O2 Yy T T, los centros y radios




respectivos de C. y C_. Pruebe que las rectas 0A1, OlA2 y OZA1 son
concurrentes.

- PREGUNTA 3.

Sea n un entero tal que n > 3. Supongamos que se escogen tres
numeros del conjunto {2,3,...,n}. Usando esos tres nimeros Gnicamente
una vez y usando la suma, ha«mﬂltiplicacién y los paréntesis, formemos
todas las posibles combinaciones. oot " S A

(a) Pruebe que si los tres nﬁmerbs son mayores que n/2, entonces
los valores de las combinaciones son distintos.

(b) Sea p un nimero primo tal que p = vVn . Pruebe que el numero
de maneras de elegir tres numeros tal que el mas pequefioc sea p y los
valores de las combinaciones no son todos distintos, es precisamente
el numero de divisores positiyos de.p-1. 5 ° '

- FOnUY

PREGUNTA 4. B X

Determlne todas las pareja; (h,s) de nimeros enteros positivos

con las siguientes proPiedades

HUD 29 |
|

Si se dibujan h rectas horizontales y otras s que satisfacen

(1) no son horizontales

hem1aT

(ii) no hay dos de ellas paralelas
(iii) no hay tres de las h+s rectas concurrentes

(1v) el namero de regiunes delimit?gas‘por esas h + s rectas es 1992.

sz S buligno

bi7
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PREGUNTA 5.

Encuentre la sucesién de longitud maxima que consiste de enteros
distintos de cero en la cual la suma de cualesquiera siete términos
consecutivos es positiva y que la suma de cualesquiera once términos

consecutivos es negativa.

VII OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICAS
PRIMERA PRUEBA
PREGUNTA 1.
Para cada entero positivo n, sea a el ultimo digito del numero

1 #2 #3 & ;0 ™M,

Calcular a, +a_+*a_ %+ «.. +.a .
1 2 3 1992

PREGUNTA 2.

Dadas la coleccién de n numeros reales tales que

0% a <Ea. <a. Xa.phes
1 2 3 n
y la funcién
a, 3, a
n
f(x) = ...+ ,
x +a X + a X +a
1 2 n

determinar la suma de las longitudes de los intervalos, disjuntos dos

a dos, formados por todos los x tales que f(x) = 1.

PREGUNTA 3.

En un triangulo equiladtero ABC cuyo lado tiene longitud 2 se

inscribe la circunferencia T.




a) Demostrar que para todo punto P de I' la suma de los cuadrados

de sus distancias a los vértices A, By C es 5.

b) Demostrar que para todo punto P de T es posible construir un
tridngulo cuyos lados tienen las longitudes de los segmentos AP, BP y
CP y que su area es V3/4.

VII OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICAS

SEGUNDA PRUEBA

PREGUNTA 4.

Sean (an) y (bn) dos sucesiones de nuimeros enteros que verifican
las siguientes condiciones:

i) a =0; b=8.
0 (¢]

ii) a.‘“2 = Zan+1 i an +.25 bn+2 = anol = l':rn

iii) a: & b: es un cuadrado perfecto para todo n.

Determinar al menos dos valores del par (a b ).

1992° 1992

PREGUNTA 5.

Se da la circunferencia I' y los numeros positivos h y m de modo
que existe un trapecio ABCD inscrito en I', de altura h y en el que la
suma de las bases AB y CD es m. Construir el trapecio ABCD.

PREGUNTA 6.

A partir del triangulo T de vértices A, B y C se construye el

hexdgono H de vértices Al, Az’ B:’ C1 y Cz‘ como se muestra en la

figura. Demostrar que

drea de H = 13 (4rea de T). 19
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XXXIII OLIMPIADA INTERNACIONAL

PRIMER DIA
PROBLEMA 1.

Hallar todos los enteros a, b, c¢c con 1 < a < b < c, tales que
(a-1)(b-1) (c-1) divide a abc-1

PROBLEMA 2.

Sea R el conjunto de los nimeros reales. Hallar todas las

funciones f: R —> R tales que para todos x, y en R se verifica que:

f[x2 + f(y)] =y + [f(x)]z.

PROBLEMA 3.

Se consideran nueve puntos en el espacio, tales que no hay cuatro
en un mismo plano. Cada dos puntos se unen por una arista (es decir,
un. segmento de recta). Cada arista o bien se colorea de azul a bien de
rojo o se deja sin colorear. Hallar el menor valor de n tal que

siempre que se colorean exactamente n aristas se tiene necesariamente




algin triangulo cuyas aristas son del mismo color.

XXXIIT OLIMPIADA INTERNACIONAL
SEGUNDO DIA

PROBLEMA 4.

En el plano sean C una circunferencia, L una recta tangente a C y
M un punto de L. Encontrar el lugar geométrico de los puntos P con la
siguiente propiedad:

Existen dos puntos Q, R en L tales que M es el punto medio de QR
y C es la circunferencia inscrita en el triingulo PQR.

PROBLEMA 5.

Sea S un conjunto finito de puntos en el espacio tridimensional
con el sistema de coordenadas cartesianas. Sean Sx, Sy. .Sz los
conjuntos formados por las proyecciones ortogonales de los puntos de S

sobre los planos yz, zx, Xy, respectivamente. Demostrar que
IS12 = IS I+1S |+IS I,
X y z
donde |A| denota el numero de elementos del conjunto finito A.

Nota: La proyeccién ortogonal de un punto sobre un plano es el pie de
la perpendicular trazada desde el punto al plano.

PROBLEMA 6.

Para cada entero positivo n, se define S(n) como el mayor entero
tal que, para todo entero k, 1 = k = S(n), n® puede escribirse como
suma de k cuadrados estrictamente positivos. ' S

(a) Demostrar que S(n) = n® - 14 para cada n = 4.

(b) Hallar un entero n tal que S(n) = n° - 14.

(c) Demostrar que hay un numero infinito de enteros n tales que
S(n) = n° - 14.
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SOLUCIONES

SOLUCION DEL PROBLEMA 1.

6° +6° +6° +6° + 6% 65=6%6°=6

SOLUCION DEL PROBLEMA 2.

Como b es impar, b-1 es par y por lo tanto (b-1)%-c = 0 (mod 4).
Como a es impar, 3> = 3 (mod 4) y por lo tanto, el numero 3% + (b-1)%c

deja residuo 3 al dividirse entre 4.

SOLUCION DEL PROBLEMA 3.

Sea D el centro de los circulos. Si dibujamos el radio del circulo
pequefio desde D hacia el punto E de tangencia con BC, tenemos que DE
es perpendicular a BC. Asi, DEC y ABC

son triangulos rectangulos semejantes y

de aqui que DE S0 .1

A\y"— qul que 2p~ = Er T 2
Con esto se tiene que DE, el radio
del circulo pequefio, es 6 ya que AB es

12,
Como la razdén de los radios es 1:3, el radio del circulo grande
es 18.

SOLUCION DEL PROBLEMA 4.

a+b!

-1
a + b

= 13 implica que = 13 y de aqui que a = 13b.

o



Como a + b = 100, se tiene que 14b = 100, lo que implica que
b =7,

De aqui se deduce que las posibles parejas que satisfacen las

condiciones son: :
(13,1), (26,2), (39,3), (52,4), (65,5), (78,6), (91,7).

SOLUCION DEL PROBLEMA 5.

1992 = 2°.3.83; 199235 = 69720 = 2°.3-83-5.7,
Cinco nimeros que cumplen con las condiciones son:
69300 = 2%.3%.5%.7.11

65520 = 2*.3%.5.7.13
60480 = 2°.3%.5.7
55440 = 2*.3%.5.7.11
5 2 .2
50400 = 2°.3%.52.7

SOLUCION DEL PROBLEMA 6.

Si  1llamamos P al pie de 1la.

perpendicular de A a BC, se tiene que AP P .;.8 : C

mide v3/2 y CP mide 5/2.
Asi, tenemos que

o= /Bl /BB

SOLUCION DEL PROBLEMA 7.

De las condiciones (iii) y (iv) se tiene que
i c-d-a-b<b-a-e-d,
de donde, 2c < 2b y ¢ < b.

23
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De (i), b < a, asi ¢ < b < a, por lo que, nuevamente por (iii)
y (iv) tenemos que. ¢ - d +a +b <b-a+c+d y 2a< 2d, esto
es, a < d.

Por otra parte, de (i) y (ii), e ~a+a>d-b +b, asi e >d y

por lo tanto, c < b <a<d<«<e.

SOLUCION DEL PROBLEMA 8.

Consideremos ab, con a y b enteros; se tiene que a® = 1 en los
siguientes casos:
i) b = 0, pero a # 0;
ii) a =1 y b es cualquier entero;
iii) a = -1 y b es par.
Consideremos el problema a = x2 -4x +3 y b=x - 3y.

i) b = 0 implica x - 3y = 0, es decir, x = 3y con y € Z, pero

a = (x - 1)(x - 3) tiene que ser distinto de cero, asi que x # 1 y
# 3; como x = 3y, las parejas que cumplen son del tipo (3n,n) con
no# 1,

i1) a = 1 implica x> - 4x + 3 = 1, esto es, x> - 4x + 2 = 0,
pero esta ecuacién no tiene soluciones enteras.

iii) a = -1 implica x2 - 4x + 3 = -1, esto es, (x - 2)2 = 0, esto

es, x =2 y..b=x-3y =2 -3y tiene que ser par, por lo que y

debe ser par. Asi, el conjunto de soluciones es (2,2n) con n € Z.

SOLUCION DEL PROBLEMA 9.

a)
<AMB = «NMB pues interceptan al arco z E
AB del circulo 61; como A y B son fijos, -
-
ese angulo es fijo z = A
ﬁ\\_’/ﬂ}\\_—///ﬁ

Andlogamente «ANB = «MNB.
Por lo tanto, el tercer &ngulo «MBN = 180° - (.MNB + «NMB),

también es fijo. Los tres angulos son invariantes al rotar 2.



b)

Como Bl y Gz tienen el mismo radio, Z &
el arco AB en 81 es igual al arco AB en Gz. *
Asi que «NMB = MNB y el triangulo es

isésceles, por lo tanto, BM = BN. WN A

SOLUCION DEL PROBLEMA 10.

Observando la figura, se puede deducir
facilmente que:

AABH tiene ortocentro C.

AACH tiene ortocentro B.

ABCH tiene ortocentro A.

SOLUCION DEL PROBLEMA 11.

Sean C1’ Cz, oo Cm1 y Dl, Da' ooy D)m las ciudades de
los caminos Pc y Pn' ambos de longitud M‘y sgponganos? para obtener
una contradiccién, que Pc y Pn no tienen ciudades comunes. Seguin las
condiciones, se tiene que poder v'olatf de Cl a D1 asi que tienen que
haber ciudades Cl en Pc y IJJ en PD qug'estén unidas por un camino al
que llamamos Q.

Podemos suponer que Cl estd, al menos a la mitad del camino Pc

(si no, unimos Cnu con Di) y que DJ estd al menos a la mitad de Pn’

D
esdecir,1=M+2yJ=M+2. G 9 ‘ !
2 2 o

Considere el camino R de C1 a
l::1 por Pc' luego de Cl a Dj por Q y

de DJ a D1 por Pn' Este camino

tiene al menos i+j ciudades, asi

‘M'*Z‘_M*Z

1+ > > =M+ 2.

25
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De aqui se tiene que R tiene longitud al menos M+1, lo cual
contradice que la longitud maxima sea M. Por lo tanto, Pc y PD tienen

una ciudad en comun.

SOLUCION DEL PROBLEMA 12.

Supongamos que pjd. Por el algoritmo de la divisién, todo numero
dividido entre p deja residuo r, con 0 = r = p-1. Esto implica que hay
exactamente p residuos distintos.

Considerando p términos consecutivos de la sucesién

a =a +kd conk =0,1,...,p-1
i+k i
hay dos posibilidades:
lo.- a = By (mod p), con k # j que implica kd = jd (mod p)

y por lo tanto k j (mod p) que es una contradiccién.

20.~ L £ a1+1 (mod p) si k # j que implica L 0 (mod p)

para alguna 0 = k = p-1.

SOLUCION DEL PROBLEMA 13.

La descomposicién de 1992 como producto de primos es 2%.3.83.

Por otro lado, por el Teorema de Euler se tiene que

10°®® = 1 (mod 83)

82

como ¢(83) =82 y 10° -1 =999...9 =9(111...1), entonces
\-’V\/\’w

82 nueves 82 unos
83]|9(111...1), ademas, (83;9) = 1 implica que 83| (111...1)

82 unos 82 unos

Asi, 83 divide al numero

111...1111...1111...1000 = (111...1)10"+(111...1)10%+(111...1)10
N S et e~ N Nt

82unos 82unos 82unos 82 unos 82 unos B2 unos

que también es un maltiplo de 3 y de 8. De aqui que 1992 lo divide.



Agregando ceros al final, por ejemplo, se ve que hay una
infinidad de nuimeros de esta forma que 1992 los divide.

SOLUCION DEL PROBLEMA 14.

Si k =n =0 en (i), se tiene f(0) + £(0) = 2f(0)f(0) y de aqui
que 2f(0)(f(0)-1) = 0. Por lo tanto, f(0) =0 & f(0) =1.
ler. Caso: f(0) =0
Sea n = 0 en (i), entonces f(k) + f(k) = 2f(k)f(0) = O.
Por lo tanto, f(k) = 0, para toda k € Z.
20. Caso: f(0) =1
Sea k = 0 en (i), entonces f(n) + f(-n) = 2f(0)f(n), lo que
implica que f(n) = f(-n). Asi, basta determinar f(n) para n positiva.
Sea k = n en (i), entonces f(2n) + £(0) = 2¢f(n)»° de aqui que

f(2n) = 24M)»° -1 . . . .. *)
Sea n =1 en (i), entonces f(k+1) + f(k-1) = 2f(k)f(1), asi que
fk+l) = 2f(K)E(L) = F(k=1) . . o . (**)

Si determinamos a f(1), por (**), tenemos determinada a f(k)
Y k eN. '
Supongamos que f(1) 22 &6 f(1) = -2.
Por (*), f(2) =24(1)» - 127
£(2%) = 2¢4(2)° - 1 = 97 y claramente f(2m)
va creciendo lo cual contradice (ii).
Asi se tiene que, f(1) =0, 1 6 -1.
(1) £(1) = 1 Por (**), f(k+1) = 2f(k) - f(k-1), asi, f(2) = 2-1-1 = 1,
f(3) =2-1-1 =1, ... estoes, f(n) =1, VnelZ
(2) £(1) = -1 Por (**), f(k+1) = -2f(k) - f(k-1), asi,
f(2) = -2f(1) - £(0) = =2(-1) -1 =1,
£(3) = -2f(2) - £(1) = -2(1) - (-1) = -1,
f(4) = -2(-1) -1 =1, ... y por induccién
f(n) = (-1)", para toda n € Z.
(3) £(1) = 0 Por (**), f(k+1) = -f(k-1), asi, f(2) = -f(0) = -1,
f(3) = -f(1) =0, f(4) = -f(2) =1, ... y por induccién,
f(4m) = 1, f(4m+1) =0, f(4m+2) = -1,
f(4m+3) = 0, V me Z.
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SOLUCION DEL PROBLEMA 15.

Primero construiremos una figura que describa el problema.

En la figura, Uc y Vc son los puntos que dividen al segmento AB
en la razén r/s, uno interna y el otro externamente;
0c es el punto medio del segmento UCVc y es el centro del circulo de
simititud de los circulos (A,r) y (B,s). Ud, Va, Oa, Ub, Vb y 0b se

definen de manera analoga.

a) Como Oa, Ob, 0c se encuentran, respectivamente, sobre los lados
BC, CA, AB del triangulo tenemos, por el Teorema de Menelao, que

seran colineales si:

c.,__a.,_b__ *
5B O0C OR& 1 o a e e e o o %)
a b
Esta ecuacién, desde luego se satisface si
AO 2 BO 2 co 2
€ =k e 8T _b_ b (**)
0B 3% (- 0.C 2 Y 0A 5 mRw g e
c a b r



Bastara entonces demostrar una de estas igualdades y las demas se

tendran por analogia.
AO
Para determinar —= , como AO = AU + UO y OB =0U +UB
0B c c cc c cc c

c

debemos encontrar AU , UO y UB.
c c c c

AU
¢ r AB _ 1T r +s
Sabemos que UcB == luego @ - + 1
s
y como AB = 1, se tiene que: UcB-l_+s N (v1Y)
AUe o
como @ =g por (1) se tiene que AUc = (2)
AV "
En forma semejante y usando que v—% = 5 Se demuestra que:
c
s
. Heac y VB=Z2o .......0)
El radio P, del circulo de similitud de (A,r) y (B,s) es:
1 1
P =-Uc0e = O':Ve = i'Uch = -2-°(UBB + BVc) =
1 s s rs
=§[r+s+r-s]=22 ........-(4)
r-s 5
~n rs E -
Finalmente, AOC=AUc+Uc0==_r*s+ T3 B (5)
r°-s r°-s
2
-rs s -8
Oe‘B:erc+UcB=23+rfs.='aa '».(6)
r'-s r°-s
AO 2 )
y por tanto, ) ; =-— ., con lo que termina la demostracién de (a).
: 5 c S :

b) Primero recordemos que el circulo de similitud de dos circulos
(A,r), (B,s) coincide con el conjunto de puntos X del plano que

satlsficen QX'T( = -;-, por lo que los tres circulos de similitud son:

: ‘ AX _r - BX _s sl CX_tl
Gna{x BX s}' Coc {X cX T}ygu'{x'lm('r}
y es entonces inmediato que los tres circulos se intersectan si dos de

ellos lo hacen. ‘ R 1 g

Considerando pc y Py los radios de los circulos de similitud de
(A,r) y (B,s), y, (A,r) y (C,t), respectivamente, se tiene que (Oc.pc)
y (Ob,pb) se intersectan si y sélo si oboc sp te, .- (7)
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Por la ley de los cosenos:

oboc2 = (0C + CA)2+(AB + Boc)z-z(obc + CA)(AB + BO )cos(60°) . . (8)
2 2
. ) ot ~
pero por (5), se tiene que: ObC = vy BOc ==
r =t r -s

Por lo tanto,

2 t2 2 2 < t2 52
00°2%-= + 1] #lds = =2 +1f]1 e
b c 2 2 2 2 2 2 2 2
r =t r -s r -t r -s
2 2
2 2 2 2
r + r _ r ) o -

4
t 2 2.2 2 .22 2 2 2 .2
= |————— | (r®=s")° + (r"-t%) —(r-—s)(r—t)]
[(rz_tz)z(rz_sz)zl[

rt _ TIs
— ¥ P25 % W tiene que (7)
r -t r =s

Por otro lado, como P =
es equivalente a:
rz[(!‘z-sz)2 + (r?-t%)? - (rz—sz)(rz-tz)] = [s(rz-ta) + t(rz-sz)]z

®

r2(r2-s?) (t3-s%)+ (r®-t%)%? = sz(rz—t2)2+25t(r2—t2)(rz—sz)+t2(rz—sz)2
@

(rz—sz)[rz(tz—sz)—tz(rz—sz)] + (r2-tH%(r%-5%) = 2st (r3-t?) (r?-s%)
®

(r?-s?) (rz-tz) (r2-t%-s%) = 2st (r2-t%) (r3-s%)

30 ® (rz-tz—sz) =< 2st ® 2= (s+t)? que es la condicién dada.



SOLUCION DEL PROBLEMA 16.

Primero veremos que en un cuadrado de 2 x 2 siempre existe un
triangulo rectangulo con sus tres vértices del mismo color.
Sean los vértices de la cuadricula del cuadrade numerados de la

siguiente forma:

y sean "x" y "o" los dos colores distintos.
Sin perder generalidad podemos suponer dos casos: que v, ¥ v, son
del mismo color, o que v,y v, son del mismo color.
ler Caso.- Sea (x) el color de LI Ve entonces v‘ y v5 tienen color
(o) ya que si no se formarian los triangulos vV, ] vieou,
habriamos terminado; igualmente Ve ¥ Yy tienen color (x) para no
formar los triangulos V. 6 vv v del mismo color. v9 y v, son de

458

color (o) ya que si no estarian los triangulos VvV, 0 Vv,V v, con los

vértices del mismo color.

Se forma de todas formas el triangulo V¥V cuyos tres vértices
son de color (e):

% X A

2 0

&

° L4 1
‘\

X X !

20. Caso.- Sean v,y v, de color (o), esto forza a que v, ¥ vg sean de

2's g ViVaYa
isésceles del mismo color; igualmente Ve ¥ Vg tendrian que ser de

color (x) ya que si no se formarian los triangulos VZV‘VG <) AR

Por lo tanto se forma el trangulo VgV, Vg que tiene de color (x)
todos sus vértices:

color (x) ya que si no se formarian AAY

X

[N

) ~
° X - X
e °
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Ahora, existen 24 tipos distintos de triangulos que caben en un

cuadro de 2 x 2:

[:::> y sus 4 rotaciones con 2 colores que dan 8 triangulos

AN

y sus 4 rotaciones con 2 colores que dan 8 triangulos

y sus 4 rotaciones con 2 colores que dan 8 triangulos

que representan un total de 24 triangulos distintos posibles.

Como la cuadricula de 10 x 10 se puede partir en 25 cuadrados de
2 x 2, por el principio de las casillas existen 2 cuadrados que
contienen cada uno un triadngulo del mismo tipo y por lo tanto el

problema queda resuelto.

SOLUCION DEL PROBLEMA 17.

R Como A, B, C, E son cuatro puntos no

G F todos en el mismo plano, hay una uUnica
esfera que pasa por todos ellos.

c (6 A, B y E determinan un plano y ese plano
A corta a la esfera en un circulo.

Como tres puntos determinan de manera unica un circulo, el Unico
circulo que pasa por A, By E es ése. Asi que F pertenece a la esfera.

Anadlogamente con el plano determinado por los puntos A, C y E, al
ser ACGE ciclico, G esta en el circulo ACE y por lo tanto en la
esfera.

Finalmente, B, C, G y F son coplanares (ya que todos estan en el
plano determinado por C, B y D) y el plano determinado por C, By D
corta a la esfera en un circulo, asi que B, C, G y F estédn todos en

ese circulo y por lo tanto BCGF es ciclico.




SOLUCION DEL PROBLEMA 18.

En este problema, se pueden considerar entre las soluciones
posibles aquellas que contengan cero a la izquierda o pensar que no se
considera esta posibilidad.

Primera solucién: Considerando los numeros que tienen cero a la

izquierda. .

El problema es equivalente a contar cuintas soluciones enteras

hay de la ecuacién

+ * i B + =
2x1 2x2 Zxk x‘“1 9

con x = 0, Vi=1,2, ..., k+1,

que es equivalente a encontrar las soluciones enteras de

g-xkoi
*: + ... 0+ = —_— o} = 0.
Xl Xz Xk 7 5 t:l‘l)(i

De aqui que X debe ser impar, esto es, xl“1 =9, 7, 5 3,1 y

analizando cada caso se tiene que el numero de soluciones es:
1987 + |1988| | [1989 + |1990] | [1991] _ [1992
0 1 2 3 4 4

Segunda solucién: Sin considerar a los nimeros que tienen cero a
la izquierda.
Al igual que en el anterior, se pueden contar estos numeros
contando las soluciones de la ecuacién

2x1 & 2x2 L 2xk + x‘”1 =9

con xl 20, Vi=2,3, ..., k#l, vy X, > 0.

Esto es equivalente a contar el numero de soluciones enteras de
la ecuacién

X +x + ... +x =— """ -1 con x = 0.
1 2 k 2 ¥ n 1

De éstas hay: 1987 , |1988 + |1989] | [1990| _ |1991
0 1 2 3 ) 3




SOLUCION DEL PROBLEMA 19.

Como, por hipdétesis, «BAD = £EAC
y, por otra parte, ZBAE = <BAD + <DAE,
y Z4DAC = 4DAE + <EAC se tiene que
ZBAE = «DAC. Ademéds, <ABC = «ADC, ya que
subtienden el mismo arco. Por lo tanto,

el AABN es semejante al AADC, de donde,

BN _ CD
AB AD
También se tiene que AABM AADP, pues tienen dos &angulos
iguales, asi que
BM _ PD _ CD - CP
E_‘A_D—‘—Ar.--..-no(z)
Dividiendo (2) entre (1) queda:
BM _CD-CP_, CP
BN CD CD
BM .  CP _
Por lo tanto, BN + -

SOLUCION DEL PROBLEMA 20.

7 1 1 _ 1
Despejando x de la ecuacidn = + 7 = 1992 tenemos que
x = 19927
y - 1992

de donde, y # 1992.
Sea y = 1992 + y’, con y’ € Z, y’ # 0. Entonces

_ (1992 + y’)-1992 _ 1992% + 1992y’ _ 1992% o
1992 + y’ - 1992 ¥ y

Por lo tanto, y’ divide a 19922.

2
Como 1992% = [(22)(3)(83)] = 26.3%.83%, entonces 1992° tiene

(6+1)(241)(2+1) = 63 divisores positives, por lo que hay 126
posibilidades para y’ y cada una de ellas determina una solucién de la

ecuacién original; de aqui que las soluciones son de la forma:

2
(x,y) = [19;2 + 1992, y’ + 1992], tales que y’|1992.
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SOLUCION DEL PROBLEMA 21.

Las sucesiones binarias de n cifras se pueden partir en dos

tipos: las que sean capictas y las que no.
(n+1)

n
De las primeras, si n es impar hay 2 2 %8

y 2 si n es par.

El nimero de sucesiones no capictas es el complemenfo, ‘es decir,
n (Mt)/a n n,z
2 =2 si n es impar 0 2 - 2 si n es par.

Como cada sucesién capicia es equivalente sélo a ella misma y si
una sucesién no es capicia solamente es equivalente a su reflejada,
entonces el numero de distintas clases es

n (n+1)
e, 5 L /2

2 + ——————— sin es impar o
2

2 + ———— sin es par.

SOLUCION DEL PROBLEMA 22.

Probaremos primero que para toda n = 1, a = n! (1 + F‘1 oo Fn),

considerando F‘1 = Fz =1 vy lf‘n = an + Fn-z'
Si n = 1, entonces 3, = l-a0 + 131:‘1 =2=11(1 + Fx)'

Supongamos que n 2 1 y a = n! (1 + F1.+...+ Fn). entonces

a = (n+l)a_ + (n+1)!F
n+1 n - n+1
= (n+1)n!'(1 + F + ... + F) + (n+1)F
1 n n+1
=(n+t1)!(1 +F_ + ... +F +F ).
2 3 n n+1

Asi se tiene la igualdad deseada.
Un resultado conocido, que también se prueba por induccién es que
F1+F2+ +Fn=F‘M2—I,
de aqui que S “’sz' para toda n = 0.

SOLUCION DEL PROBLEMA 23.

Sean P, Q, R, S, T y U los puntos medios de los lados AB, BC, CD,
DA, BD y AC, respectivamente.
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PQ es paralelo a AC por se Py Q
puntos medios de AC y BC,
respectivamente. Andlogamente, SR es
paralelo a AC, por lo que PQ es paralelo
a SR. De igual forma PS es paralelo a
QR. Asi, PQRS es un pafalelog}amo que A
estid sobre la esfera (por hipétesis) y

en el plano que determinan P, Q, R (y

S), luego debera ser un rectangulo.
Por lo tanto, PQ es perpendicular a QR y AC es perpendicular a
BD. Analogamente, BC es perpendicular a AD y AB es perpendicular a DC.
Por lo tanto, el tetraedro es ortogonal.
Por otra parte, las diagonales se intersectan en G, el centro del
tetraedro que, desde luego, es el centr& de la esfera PQRSTU.
Ademas, el tetraedro esta inscrito
B en un paralelepipedo de diagonales
ortogonales, ya que como CD es paralelo
a XY (ver figura) y ya se probé que AB
es perpendicular a CD, entonces XY es
perpendicular a AB. De aqui que, los
lados del paralelepipedo son todos
iguales; sea 1 su medida.
Asi, por la Ley del Paralelogramo,
AB? + CD® = AX® + XB® + BY® + YA = 4I®,
Con esto quedan probadas las

ultimas igualdades.

SOLUCION DEL PROBLEMA 24.

Usando la cifra 1 podemos construir sélo un nimero con sus cifras
estrictamente crecientes. Usando el 1 y el 2, podemos construir los
nimeros 15 2 y 12. Usando el 1, 2 y 3, podemos construir los que ya
tenemos 1, 2 y 12, esos mismos agregandoles un 3 al final, es decir,
13, 23 y 123 y el numero 3, por lo que con estos tres nimeros podemos

formar 7 = 2% - 4 nimeros. Con el mismo razonamiento resulta que con 1




ciras podemos formar 2(21-1-1) +1=2"-1 numeros.

Para calcular la suma, en cada uno de los numeros sumamos por
separado sus unidades, sus decenas, sus centenas, etc.. Ahora tomamos
una { € {1, 2, ..., 9}; para ver cuidl es la aportacién en la suma
total de los numeros que tienen a i, tenemos que ver cuantas veces
aparece { en las unidades, en las decenas, etc..

Para que { aparezca en las unidades se necesita que a su
izquierda no haya nada o que haya un nimero formado con las cifras 1,
2, ..., i-1. Por lo tanto hay 1 + 2'™" - 1 = 2!7?

i en las unidades. Observemos que para formar un nimero que tenga a i

nimeros que tienen a

en las decenas, a su izquierda podemos poner cualquiera de los gt
numeros previamente mencionados y a su derecha tenemos que poner

9-1

cualquiera de los numeros i+1, ..., 9, lo cuil nos da elecciones

para el lado derecho. Por tanto, i aparece g™ [9;1] veces en las
decenas y analogamente 2'7% [9;‘] veces en las centenas, etc.. De

manera que en la suma total, { aparece multiplicado por
-1 i-1(9-1 i-1(9-1), .2 i-1(9-1 9-1 _ i-1 9-1
2 42 [1]104-2 [2]10+ cws b 2 9_‘]10 =2 "(1+10)

= 2i71(11)%!
y de aqui se sigue inmediatamente la igualdad que se queria probar.

SOLUCION DEL PROBLEMA 25.

Analicemos los residuos de lomk (mod 7).
Para ello vemos que:
10 = 3 (mod 7)
10% = 2 (mod 7)
10° = 6 (mod 7)
10° = 10°-10° = 6:2 = 5 (mod 7)
10'%= 10°.10° = 5.5 = 4 (mod 7)

2
Entonces 10'° = 4'°(mod 7) R I L R A (1Y)

2
10

10
puesto que 10"° = 10" = (10"%) = 4"°(mod 7).

Ahora, los residuos (mod 7) de 4=i son: 37
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4 =4 (mod 7)

4 = 16 = 2 (mod 7)
2°=4-2=1 (mod 7)
4* = 4.1 =4 (mod 7), etc.
Asi, en general se tiene que:
a' =4 (mod 7) si i=1 (mod 3)
a' =2 (mod 7) si i =2 (mod 3)
a' =1 (mod 7) si i =0 (mod 3)
Volviendo a la congruencia (1), tenemos que como 10 = 1 (mod 3),
10" = 4 (mod 7)

K
En general, 10¥ = 1 (mod 3) por lo que 10° = 4 (mod 7) V k = 0.

Asi, en la suma
3

r
+ 10 & ... + 10"

2
1o 9 =4+ 4+ ...

10 + 10 + 4 = 4r (mod 7)
Por lo tanto, 4r = 0 (mod 7) si y s6lo si r =0 (mod 7) y asi

queda probado el resultado en los dos sentidos.

SOLUCION DEL PROBLEMA 26.

_ 1 1 1 .
Sea S = T = LR v Facilmente se ve que
1 1 1 _ 2n+l _ 2(n+l) _
S *mt o Yol T nml e

Por otra parte, S se puede asocia; de la siguiente manera,
sumando el primer término con el dltimo, el segundo con el penultimo,
etc.

_ 1 1 1 1 1 1 1
8 “'[n+1 * 3n+1] * [E?E % 55] Hipsteon [EH * 2n+2] * 20+l
Usando la desigualdad entre la media geométrica y la media

artmética se tiene que:

1 L1 _ 4n + 2 4 4n + 2 _ 4(4n + 2)
n+l+k 3n+1-k (n+1+k) (3n+1-k) AR In 1K 2 (4n + 2)2
2
=_2—-
2n+1

2 1
Asi, S =noq Yot T

Nétese que la igualdad se cumple si n+l+k = 3n+l-k para cada Kk,

lo cual es imposible.



SOLUCION AL PROBLEMA 27.

Se obtiene cero independientemente del numero del que se parte.
La idea es 1la sig’uientei los ceros a la derecha son irrelevantes;
suprimidos los unos (si hay alguno) el numero que resulta es menor que
el original; si a la derecha tenemos 3, 7 6 9, al multiplicar por 7, 3
Yy 9 respectivamente y suprimir los unos obtenemos 2, 2 u 8,
respectivamente. Si a la derecha tenemos un ﬂﬁmero par, al multiplicar
pér 5 y cancelar unos, obteneuios un nimero menor que el original y si
termina en 5 multiplicamos por 2 y obtengo un cero a la derecha el
cual es irrelevante. En todos los casos puedo reducir el nimero hasta

obtener cero.

SOLUCION AL PROBLEMA 28.

Por claridad para la figura tomemos un hexdgono regular: .
‘ Denotemos los vértices por
Al, 3% & ,An y la interseccién de las
diagonales AxAnz'. con Al-xAuz
por Bt con la salvedad de que B1 es
A A_ interseccién con AA y B es
13 2 n n
A“Az con An-1A1'

Es claro que se tiene n puntos

del tipo B‘ y como el poligono es
regular, 1los 4angulos del tipo

A:-xAxAi-z son todos iguales, asi

que todos los triangulos del tipo Ai-lAlBl son iguales y de donde los
segmentos AlB‘_1 son iguales a AIBi Yy con esto los tridngulos del tipo

AABX—IBl son congruentes ya que los angulos correspondientes también

son congruentes asi, los lados BiB“ , son todos iguales lo mismo que

los é&ngulos B‘_lBiB“i. Con esto se ve que los vértices B‘ forman yn

poligono regular de n lados y tiene que ser semejante al poligono
formado por las A‘_.

Para encontrar la relacién de las areas de los poligonos basta
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encontrar la relacién de las areas de los triédngulos OI\lAH1 y OB,B,H'

La altura de OA A es, por el
i i+l

2 2 -
/ar® - 1 A; H iy

teorema de Pitagoras, 0H,=,————7?——— ¥
donde ¢ es la longitud de A1A1~1 y rel Y
radio del circulo circunscrito.
Notemos ahora que OH' = r - AlH’. pero AIH’ es la altura del
triangulo A1—1A1A1+1 y sabemos que el angulo A1A1-1A1+1 es 1igual a
A H’ AIH'
A: o/n, asi que sen(o/n) = e B gy
; 1-11
pero como A1-10A1 mide 2o/n, entonces
A L/2
A 'A.,.{ OHA mide o/n y sen(o/n) = —, asi
T T H i r 2
AW = ?/2r de modo que OH’ = r - %; }

Recordemos que la razén de las areas de dos triangulos seme jantes

es el cuadrado de las alturas; ya que

De modo que Aowoio Bl o o

éL = e como §,= ¢ o= E—’-’ se tiene que —A; = iz
A "Et Y Aoy . e
i
ar®-? |
4 :

=

I
-
N
—~
i
| e |
N
1
(33
[N
—
— - -

SOLUCION AL PROBLEMA 29.

Como n es par, dividiendo por 6 resulta n = 6k o n = 6k + 26

n = 6k + 4.

Ahora bien, 6k es abundante para todo natural k, pues entre los
divisores de 6k se encuentran 1, k, 2k, 3k, 6k, todos distintos y cuya
suma es mayor que 2:6k. lLuego, si n = 6k y k = 2 tenemos

n = 6k = 6:2+6(k-2) y cada término es abundante. Si n = 6k+2 y k = 5,



tenemos n = 6k + 2 = 63 + 6(k-3) + 2 = 20 + 6(k-3), y como 20 es

abundante, resulta que n es la suma de dos abundantes.

Sin=6k +4 y k = 8, tenemos
n==6k +4 =66+ 6(k-6) +4 =40 + 6(k-6),

como 40 es abundante, n también es la suma de dos abundantes.

SOLUCION DEL PROBLEMA 30.

que

se tiene que

pues ambos son radios de la misma y
circunferencia. P

XY =

En el triangulo PQR, se observa
YZ = = PQu. o wiostenn (1)
En el triangulo rectangulo POQ

ox=xa=§PQ ..... )

Por (1) y (2) se tiene que YZ = OX y andlogamente se prueba que
0Z y que ZX = OY.

Como cada cara del tetraedro OXYZ se forma tomando un segmento de

cada uno de los tres siguientes conjuntos:

{vz, ox}, {xv, oz}, {zx, ov}

se tiene que todas sus caras son iguales.

SOLUCION DEL PROBLEMA 31.

lo.
2o0.

Si a=b =0 (mod p), entonces hay p2 soluciones posibles.
Siaz0o0bz0 (mod p), entonces hay pz - 1 posibilidades para

ay b, ypara c y d se tienen tres casos posibles:

~ler Caso.- Si a = 0 (mod p), b 2 0 (mod p), entonces en la

congruencia ad = bc (mod p), ¢ = 0 (mod p) y d tiene p
posibilidades.
20. Caso.- Si a 20 (mod p) y b = 0 (mod p), en forma anidloga al

anterior se tiene que en ad = bc (mod p), d = O(mod p)
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y c tiene p posibilidades.

3er Caso:- Si a £ 0 (mod p) y b = 0 (mod p), entonces en la
congruencia ad = bc (mod p), por cada c (mod p) existe
una unica d (mod p) que satisface, y por lo tanto, hay
p posibles parejas.

Asi se ve que en total hay p2 + (p2 - 1)-p cuartetas distintas.

SOLUCION DEL PROBLEMA 32.

Supongamos que el lado del hexagono es uno.
10. Se divide el hexagono en tres partes congruentes como se muestra
en la figura:
Al dividir el hexagono en tres partes se
debe tener que en alguna hay tres puntos

(por el principio de las casillas).

Supongamos que es en (1)

20. E1 éarea del triangulo formado por tres puntos dentro de (1) es
mayor si los puntos estan en las orillas de (19

En efecto, si todos los puntos son

interiores se prolonga Ppor ejemplo el

8’ segmento AB hasta intersectar los lados

A'

del rombo en A’ y B’, respectivamente, y
el area del triangulo A’B’C es mayor que
la del ABC. Anidlogamente se puede
agrandar el area si A o B son interiores
y el otro queda en una orilla.
B Si A y B estan en la orilla, pero C no,
entonces al mover c sobre la
perpendicular a AB por C tocara en un

punto C’ a la orilla (si nos desplazamos

en el lado en que esta C), el area del
triangulo ABC’ es mayor dque la del
triangulo ABC (pues tiene una mayor

altura).
42



30. El édrea del triangulo sera mayor cuando dos puntos estén sobre un
mismo lado del rombo. '

4 Si dos puntos estidn en dos lados

paralelos del rombo, digamos A y B, al

e desplazar el punto C sobre el lado del

rombo llegara C a un vértice C’ del

rombo donde se tendra que el area del

c’ B tridngulo ABC’ es mayor o igual que la
del ABC.

4o. El &area es mayor cuando dos vértices del tridngulo coinciden con
dos vértices del rombo.

< Sabemos que hay dos vértices del

triangulo en un lado, digamos A y B. Si

pensamos en AB como base del triangulo

ABC, el area es mayor si la base es
igual al lado del rombo.

So. Ei drea es mayor cuando dos vértices A y B coinciden' con dos

E 5’

vértices consecutivos del rombo y C estd en el lado paralelo al
que se encuentran A y B.

C puede estar como se indica o bien en

un lado del rombo adyacente a la base

{4 AB. En este ultimo caso, al recorrer C

sobre el lado hasta el vértice del rombo

A 8 se obtiene un tridngulo de mayor area.
60. El area del triangulo de area mayor es % del area del hexagono.
(4 - 5
El 4rea del triangulo ABC es ABZh que es
la mitad del &area del rombo, que a su
vez es 1/3 del area del hexéagono.
A 8

SOLUCION DEL PROBLEMA 33.

Notese que 11...1 = 11...100 + 11 = n + 11, donde n = 11...100 y

n+11

de aqui que 11...1™" = (11...1™).(11...1%),




Ademas, 11...1 =11...10 + 1 y de aqui que

11...1"° = (11...10 + 1)'®
= (11...10)'° + 100(11...10)%7 + ... + 100(11...10) + 1
= 1 (mod 100)
Como 11...1100 = 1 (mod 100) se tiene que 11...1" = 1 (mod 100) y
por lo tanto, 11...1mll = 11...111 (mod 100), esto es,
r cifras
—~—
11,1 = 111" (mod 100) . . . (1)
r cifras r cifras

11 11

Por otro lado, 11...1'' = (n + 110" = 11"" (mod 100) . . . (2)
r cifras
ya que n = 0 (mod 100).
Asi mismo se tiene que
11
(10 + D =Y [11] 107! = 11-10 + 1 = 11 (mod 100)
1=0
y de aqui que 11*' = 11 (mod 100) . . . (3)
Por (1), (2) y (3) tenemos que
10 cifras
—
1+ 11t et e e 11t =14 21+ L.+ 11 = 0 (mod 100)
10 cifras 9 veces

SOLUCION DEL PROBLEMA 34.

Elevando S al cuadrado tenemos:

wn
1]

2x+3+2y+3+2z+3 + 2V(2x+3) (2y+3) + 2V (2y+3) (2z+3) + 2V (2x+3) (2z+3)

15 + 2(V(2x+3)(2y+3) + V(2y+3)(2z+3) + VTZX+3)(22+3)] ... ()
44



lo. Probaremos que 6 < S
Como x, y, 2>0 y x +y+ 2z =3, podemos suponer que z = 1y

asi,

s®=15+2 V(2x+3) (2y+3) + V(2y+3)(2z+3) + V(2x+3)(22+3)] >
> 15 + 2|V(3)(3) + V(3)(5) + Vtailsi] =21 + 4V15 = 21 + V(16)(15)

> 21 + 15) (15) = 36,
por lo tanto, S > 6.

20. Para probar que S = 3V 5, usamos la desigualdad entre la media

geométrica y la media aritmética, es decir, va'b = E%E V a, be R".

De (1) se ve que:
(2x+3)+(2y+3) + (2y+3)+(2z+3) + (2x+3)+(22+3)] _

2 ’ 2 2
15 + 4(x+y+z) + 6(3) = 15 + 12 + 18 = 45
Por lo tanto, S = 3V 5.

szs15+2[

SOLUCION DEL PROBLEMA 35.

a) El triangulo IMC es semejante Do z c
al BMA por lo que T~ =
MC . 26 JM \M‘~
MA  AB BM iV
Ademas IC = % AB, de aqui que
g% = % s ST LI LT ¢ ) A ' p

Sea N la interseccién de DM y BC, entonces los tridngulos CMN y

AMD son semejantes. Asi,

CN _ MC _ My
AD MA MD '’
de donde
CN _CN _1
AD  BC 2

y por lo tanto, N es punto medio de BC.
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b) Primero veamos que el triangulo AMB es rectangulo. (*)
Como AB = Va® + a® = aV 2, se D T c
tiene que IC = Z 2 de aqui .

i q 7 q a
que |
|
%=i=_2=\/—2 y A 4 6
Wz V2 : .
5 1”8
2
D2 g3 E
AD a
. BC CD s
asi, ic = ap Y Per lo tanto, el triadngulo BCI es semejante al

triangulo CDA. Con esto se ve que «IBC = <ACD, «BIC = «CAD vy

ZICM + CIM = ZDCA + £BIC =ZDCA + £CAD = 90°,
de aqui que el triangulo CIM es rectangulo en M y por lo tanto el
triangulo AMB también lo es.
Asi, como el «AEB también es recto, el cuadrildtero MAEB es
ciclico teniendo circunscrito el circulo de diametro AB. Los é&ngulos
AME y BME son iguales ya que interceptan cuerdas que son iguales, AE y

EB.

c) Para calcular el area del cuadrilatero AEBM observemos que
Area de AEBM = (4rea de AEB) + (area de AMB).

AE-BE _1 2

Por otra parte, 4&rea de AEB = 5 % a A (73
y area de AMB = ABéMH , donde MH es la altura de AMB por H.
Como el triangulo AMH es semejante al tridngulo ACB con razén 2/3

por (1), se tiene que EH = %, esto es, MH = E% . Por lo tanto,

CB
(aV2)-(2/3)a _ a°(V 2)
3

area de AMB = > (3)

y asi, por (2) y (3) tenemos:

2 2 2
hrea de AEBM = 3- + 2 (‘;—2) -2 6 - 202)




(*) Otra demostracién: D I .. C

~
Trazamos la recta paralela a b - /1
AC que pasa por I y ésta ‘(////// P
intersecta al lado AB en un L 3
H
punto F. Probaremos que BIF es A
triangulo rectangulo.
£
2 2 2 2 2a2 3a®
Por lo probado en (a), tenemos que IB“ = BC® + IC° = a° + =z = 5
Asi, B=281 U e
Por otra parte, ICAF es un paralelogramo y AF = IC = aVZE_ por lo
que BF =AB + AF = av 2 + 22 1o 1o tanto BF =322 (s

2 2
Ademas, IF = AC y en el triangulo rectangulo ABC se tiene

AC® = AB® + BC® = (av 2)? + a2 = 322,

AC = a/ 3, por lotanto, IF=a/3 . ... .....(6)
Asi, por (4), (5) y (6),
2 2 2
IF¥ + 18% = 0a% + 32 - 22 3"g—2 = BF

Por el inverso del Teorema de Pitagoras, IBF es un triangulo rectangulo.

SOLUCION DEL PROBLEMA 36.

Es claro que como a, b, c y d deben ser distintos, ninguno puede
ser cero. Asi, suponiendo que todos son distintos de cero, el problema
lo podemos partir en dos casos:

ler. Caso.- ad = bc = x° (mod p)

20. Caso.- ad = bc = x° (mod p)

Antes de analizar estos dos casos veamos cuantos cuadrados
distintos y diferentes de cero se tienen médulo p.. S1 X = y2 (mod p),
con 0 = x,y = p-1, entonces p|(x+y)(x-y) y de aqui que p|x+y o p|x-y,
como la segunda no se puede dar y x y y son menores que p se tiene que
Xty = p , esto es, y = p-x. Asi, el nUmero de cuadrados distintos,
diferentes de cero, es p-1/2.
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ler. Caso.- Se puede ver que por cada cuadrado diferente de cero

p-3
hay 8| 2 cuartetas distintas que son solucién y
2
p-—l p_—3‘
por lo tanto, en total para este caso hay: - 8| 2
2
20. Caso.- Aqui, se puede ver que por cada numero que no es
p-t
cuadrado hay 8| 2 cuartetas distintas que son
2
1 P=1,
solucién y por lo tanto, en este caso hay p_z_ 8| 2
2

Por lo tanto, el numero de cuartetas buscadas es:
p-3 p-1 o
4(p-1) (| 2| + |2 || = 4(p-1) p-3)

2 2 4

= (p—l)(p—3)2.




