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INTRODUCCION

En matemadticas, el arte de proponer un prob-
lema debe considerarse mas valioso que el resolverlo.

Georg Cantor, en su disertacion doctoral.

La Olimpiada Mexicana de Matemadticas fue creada en el ano de
1987 con la finalidad de promover el aprendizaje de las matemadticas
en forma creativa, enfrentando a los jévenes participantes a problemas
que les permitan estimular la imaginacién y el razonamiento légico.
Una buena parte de estos problemas son el resultado del trabajo de
profesores que han puesto su creatividad en beneficio de la olimpiada y
de sus participantes.

La invencién de problemas es un proceso comparable a la creacién
artistica; se requiere de una buena dosis de imaginacién, mucha pacien-
cia y hasta un poco de inspiracién. El autor explora situaciones nuevas,
se hace preguntas y trata de resolverlas, refina varias veces sus ideas,
discute con otros, vuelve a la mesa de trabajo y, después de varias horas,
quizd tenga entre sus manos un problema nuevo, que aun deberd ser
sometido a una cuidadosa redaccién del enunciado y a la bisqueda de
nuevas soluciones. Pero en muchas ocasiones el autor, como el artista,
no queda satisfecho con su obra, asi que la desecha y vuelve a comenzar.

Han pasado quince afos a partir de la primera edicién de la olim-
piada y queremos celebrar el tiempo transcurrido con esta compilacion
del trabajo de profesores que, distribuidos a lo largo y ancho de la
Reptiblica Mexicana, han colaborado con la invencién ‘de problemas
para las diferentes etapas de las Olimpiadas de Matemadticas. Para
seléccionar esta pequefia muestra hemos enfrentado a cada uno de los
autores con la dificil decisién de elegir el problema de su invencién
que m3s le ha gustado; el resultado es este libro con el cual queremos
reconocer el talento y agredecer el esfuerzo de todos ellos.




Con la intencién de uniformar el estilo y la redaccién, los problemas
aqui presentados han sido revisados a fondo y, en algunos casos, se han
hecho modificaciones. El Comité Organizador de la Olimpiada Mexi-
cana de Matematicas respalda la solidez académica de los enunciados y
de las soluciones aqui presentados.

Los autores de este libro agradecemos la invaluable colaboracion de
Julio César Aguilar Cabrera, Sara Carrillo Uribe y Miguel Raggi Pérez
y, de manera muy especial, a todos los creadores de estos problemas,
que representan una excelente muestra del trabajo académico que se
lleva a cabo en las Olimpiadas. Dedicamos a todos ellos este trabajo.

Finalmente deseamos invitar a los lectores de éste a que se atrevan
a desafiar su creatividad inventando nuevos problemas que ofrezcan un
reto para las préximas generaciones.




Autor:
JULIO CESAR AGUILAR CABRERA.
Apareci6 en: ,
14® OLIMPIADA EN MICHOACAN, 2000.

Julio César Aguilar fue ganador de primer lugar en la 6% Olimpiada
Nacional, representando a Veracruz. En 1993 participé en la Olimpiada
Internacional (Turquia), y en la 8% Olimpiada Iberoamericana (México)
ganando en ambas medalla de bronce. Entre 1993 y 2000 formé parte
del comité estatal de la olimpiada en Veracruz. Estudio la carrera de
Matemdticas en la Universidad de Veracruz. Actualmente estudia la
maestria en Matemdticas en la Universidad Michoacana y es miembro
del Comité Organizador de la OMM.

Problema.

En las casillas del renglon de arriba y de la columna de la izquierda
de la cuadricula que se muestra se escriben al azar los niimeros 1 o -1.
Después se llenan los 16 cuadritos restantes segiin la regla siguiente: En
cada casilla se pone el producto del niimero que aparece justo arriba
con el que aparece justo a la izquierda. jDe cudntas maneras distintas
puede haber quedado la cuadricula de 4 x 47

Solucién.
En la cuadricula de 4 x4 consideremos los siete cuadros sombreados
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de la figura:

Es claro que los niimeros de todo el tablero dependen de los niimeros
que correspondan a esos siete cuadros. Ademads, como esos siete cuadros
pertenecen a la cuadricula de 4 X 4, el escoger otra configuracién para
esos siete cuadros implica tener una configuracion diferente para la
cuadricula. Por lo tanto, el problema es equivalente a contar cudntas
combinaciones se pueden poner en los siete cuadros referidos. Ahora
bien, es posible poner cualquier combinacién de 1's y —1's en los siete
cuadros mencionados mediante la eleccién adecuada de nimeros para
los cuadros fuera del tablero. Como hay dos opciones (1 o —1) para
cada uno de los siete cuadros, concluimos que hay 27 configuraciones
posibles.




Autor: '
JUAN JOSE ALBA GONZALEZ.
Aparecié en: :

132 OLIMPIADA NACIONAL, 1999.

Juan José Alba fue ganador de primer lugar en la 8% Olimpiada
Nacional, representando a Jalisco. Desde 1997 ha colaborado como en-
trenador en los estados de Colima, Estado de México y el Distrito Fe-
deral. Actualmente estudia la carrera de Matemdticas en la Facultad
de Ciencias de la UNAM y es miembro del Comité Organizador de la
OMM.

Problema.

- Sea P un punto en el interior del tridngulo ABC'. Sean D, E y F
los puntos medios de AP, BP y C'P, respectivamente y sean L, M y
N los puntos de interseccién de BF con CE, AF con CD y AE con
BD. '

(a) Mostrar que el drea del hexdgono DNELFM es igual a una
tercera parte del drea del triangulo ABC'.
(b) Mostrar que DL, EM y FN concurren.

Solucién.

(a) Como en el tridngulo ABP, BD y AE son medianas se tiene
que N es el centroide del tridngulo ABP y como las medianas dividen
al tridngulo en seis tridngulos de la misma 4rea se tiene que (PDNE) =
L(ABP). Andlogamente (PELF) = 3(BCP) y (PFMD) = 3(CAP)
por lo que concluimos que (DNELFM) = ;(ABC).




B

(b) Consideremos el tridngulo CDE. Como oM = EL se tiene que

ML y DE son paralelas. Si Q es el punto de interseccién de DL y
EM se tiene que los tridngulos QDE y QLM son semejantes, por lo
que g—% = gj% = % esto es DL y EM se cortan en el punto @ que
divide a los segmentos en razén 3 : 2. Con el mismo argumento se )

muestra que FN y DL se cortan en un punto que los divide en razon
3: 2, luego el resultado.




Autor:
PATRICIO TLACAELEL ALVA PUFLEAU.
Aparecié en: '
GANADOR DEL CONCURSO POR EQUIPOS DE LA
11* OLIMPIADA IBEROAMERICANA, 1996.

Patricio Alva fue ganador de primer lugar en la 92 y la 10® Olim-
Diadas Nacionales, representando a Jalisco. Participé en la Olimpiada
Internacional 1997 (Argentina), ganando una medalla de plata, y en 1996
participé en la 11% Olimpiada Iberoamericana (Costa Rica), ganando
una medalla de oro. Ha colaborado en concursos y entrenamientos de la
olimpiada en Jalisco. Actualmente estudia Ingenieria en Electrénica en
el Instituto Tecnoldgico de Estudios Superiores de Occidente.

Problema.

De un tridngulo ABC se conoce el circuncirculo O, ellado BC yla
longitud de RL, donde R y L est4n definidos como sigue: La bisectriz
de /B toca al lado al circulo nuevamente en F', la bisectriz de /C toca
al circulo en E, la interseccién de EF con AB es R y la interseccién
con AC es L. Encontrar A.

Solucién.

Supongamos que el tridgngulo ABC cumple las condiciones pedidas.
Sean NN la interseccién de BF con AC y M la interseccién de EC' con
AB, e I el incentro. Veamos primero que el cuadrildtero ARIL es un
rombo. Tenemos que /EFB = /ECB por subtender el mismo arco
'y que LACE = /FECB, porque EC es bisectriz de /ACEH. Entonces
LEFB = /ACE, asi que el cuadrildtero LFCT es ciclico. Por otro lado,
/ALR = /FLCy (FLC = /FIC (ambos subtienden a FC'), de donde
{ALR = [FIC. Anslogamente tenemos que LARL = /EIB. Como
ademds (FIC = /EIB, entonces /ALR = /ARL, ast que el tridngulo
ARL es isésceles y AR = AL. Por otro lado, /ABF = /ACF por
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subtender el mismo arco, /LIF = /LCF pues ambos subtienden a LF
en el cuadrildtero ciclico LF'CI. entonces /LIF = ({ABF. Tenemos
entonces que AB y LI son paralelas pues cortan con el mismo angulo
a BF. Anslogamente, AC es paralela a RI y de aqui que ARIL es
paralelogramo, pero como tiene dos lados consecutivo iguales, ARI L es
un rombo. Ya con esto, podemos hacer la construccién de la siguiente
manera:

Dado que tenemos el circulo y el arco BC' constante, el dngulo
/BAC es constante. Entonces, el rombo ARIL, con una diagonal y el
dngulo opuesto constante, es Gnico. Analfticamente podemos obtener
el valor de la otra diagonal:

RL

- leAC

Al =

Recordemos que el lugar geométrico de I cuando A recorre la circun-
ferencia es un arco con centro en X (punto medio del arco BC) y
radio BX = XC. Ahora, como A, I y X estdn alineados (los tres
pertenecen a la bisectriz del angulo /BAC), el lugar geométrico de
A serd un arco parecido al del lugar geométrico de I, pero de radio
mayor, al radio anterior hay que aumentarle la distancia AI. Es decir,
el lugar geométrico de A es justamente el arco con centro en X y radio
BX + AI. La interseccién del arco con el circulo serd A. Puede haber 2
soluciones, una o ninguna; dependiendo si hay intersecciones tomando
X en el arco menor de BC o en el mayor. Las dos intersecciones que
se dan del arco de radio BX + Al y el circuncirculo del tridngulo ABC
dan soluciones simétricas.




Autor:

OMAR ANTOLIN CAMARENA.
Aparecié en:

13* OLIMPIADA NACIONAL, 1999.

Omar Antolin fue ganador de primer lugar en las 92, 102 y 112
Olimpiadas Nacionales, representando a Chihuahua. Participé en las
Olimpiadas Internacionales de 1996 (India), 1997 (Argentina) ganando
una medalla de bronce y 1998 (Taiwan ) ganando una medalla de plata;
yenla11? yla 122 Olimpiadas Iberoamericanas (Costa Rica, 1996, ¥y
Meéxico, 1997, respectivamente) ganando en cada una medalla de plata.
Ha colaborado con los comités estatales de Chihuahua y el Distrito Fe-
deral. Actualmente estudia la carrera de Matemadticas en la Facultad

de Ciencias de la UNAM ¥ es miembro del Comité Organizador de la
OMM.

Problema.

Un poligono se dice que es ortogonal si todos sus lados tienen lon-
gitudes enteras y cada dos lados consecutivos son perpendiculares. De-
mostrar que si un poligono ortogonal puede cubrirse con rectangulos de

2 x 1 (sin que éstos se traslapen) entonces al menos uno de sus lados
tiene longitud par.

Solucién.

Tomamos un poligono ortogonal cualquiera y lo colocamos con sus
lados sobre las lineas de una cuadricula infinita. Pintamos la cuadricula
como tablero de ajedrez. Debemos probar que el poligono tiene al menos
un lado par suponiendo que es posible llenarlo con rectdngulos de 2x 1.
Probaremos algo un poco més fuerte: que si un poligono ortogonal de n
lados tiene todos los lados Impares, entonces no es posible que tenga el
mismo nimero de cuadros blancos que negros y de hecho, probaremos -
que el niimero B de cuadros blancos y N, el nimero de cuadros negros




Autor:
OMAR ANTOLIN CAMARENA.
Aparecié en:
13* OLIMPIADA NACIONAL, 1999.

Omar Antolin fue ganador de primer lugar en las 92, 10% y 112
Olimpiadas Nacionales, representando a Chihuahua. Participé en las
Olimpiadas Internacionales de 1996 (India), 1997 (Argentina) ganando
una medalla de bronce y 1998 (Taiwan) ganando una medalla de plata;
yenla 11 y la 122 Olimpiadas Iberoamericanas (Costa Rica, 1996, y
Meéxico, 1997, respectivamente) ganando en cada una medalla de plata.
Ha colaborado con los comités estatales de Chihuahua y el Distrito Fe-
deral. Actualmente estudia la carrera de Matemdticas en la Facultad

de Ciencias de la UNAM y es miembro del Comité Organizador de la
OMM.

Problema.

Un poligono se dice que es ortogonal si todos sus lados tienen lon-
gitudes enteras y cada dos lados consecutivos son perpendiculares. De-
mostrar que si un poligono ortogonal puede cubrirse con rectangulos de

2 x 1 (sin que éstos se traslapen) entonces al menos uno de sus lados
tiene longitud par.

Solucién.

Tomamos un poligono ortogonal cualquiera y lo colocamos con sus
lados sobre las lineas de una cuadricula infinita. Pintamos la cuadricula
como tablero de ajedrez. Debemos probar que el poligono tiene al menos
un lado par suponiendo que es posible llenarlo con rectdngulos de 2 x 1.
Probaremos algo un poco més fuerte: que si un poligono ortogonal de n
lados tiene todos los lados impares, entonces no es posible que tenga el
mismo nimero de cuadros blancos que negros y de hecho, probaremos -
que el nimero B de cuadros blancos y NV, el nimero de cuadros negros
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cumplen |N — B| = in.

Asignamos a cada cuadro negro del interior del poligono un 4 (1 por
cada lado) y a cada cuadro blanco le asignamos un —4 (—1 por cada
lado). La suma de los valores asignados a los cuadros es obviamente
4(N — B). Por otra parte, la contribucién total de cada segmento del
interior es 0: 1 por ser lado de un cuadro negro y —1 por ser lado de un
cuadro blanco. Entonces, la suma de los valores asignados a los cuadros
es igual a la suma de los valores asignados a los segmentos en la orilla
del poligono. Pero si todos los lados tienen longitud impar, la suma de
los valores de los segmentos en cada lado es siempre 1 o siempre —1.
Por lo tanto, 4(N — B) =n o —n, es decir, |N — B| = jn.




Autor:

HUMBERTO CARDENAS TRIGOS.
Aparecié en:
9% OLIMPIADA EN MICHOACAN, 1995.

Humberto Cirdenas es investigador de tiempo completo del Insti-
tuto de Matemdticas de la UNAM, campus Morelia.

Problema.

Los alumnos de un cierto curso estdn divididos en n equipos B B,
-+, En. Llega un conjunto V de visitantes de otra escuela que se retine
con cada uno de los equipos para formar otros equipos F, Fy, ..., F,
(es decir, } = VUE,, F, = VUE,, ..., F, = VUE,). Seles va a
aplicar un examen a todos (tanto a los del curso como a los visitantes).
Segtin los resultados del examen se quiere premiar a menos de Sy
de tal manera que en la mayoria de los Fi la cantidad elegida (en cada
uno) sea par. Probar que, en este caso, el nimero de alumnos visitantes
premiados serd par.

Solucién.

Sea P el conjunto de alumnos premiados. Queremos probar que
PNV tiene un ndmero par de elementos. Supongamos que PNV
tiene un ndimero impar de elementos ¥, sin pérdida de generalidad,
Supongamos que cada uno de PN F,, PN F, ..., PN F}, tiene una
cantidad par de elementos, donde & > 2. Entonces para cada ; =
1,...,k, los alumnos premiados de E; son un nimero impar (pues ellos,
Junto con los de V' deben formar una cantidad par). Pero entonces al
menos habra un premiado en cada E; para ¢ = 1,..., k, es decir, el
nimero de premiados serg mayor o igual que k£ que es mayor que Sl
cual contradice la hipétesis. :




Autor:
ENRIQUE ARMANDO CETINA CANUL.

Apareci6 en:
DE LA 10* OLIMPIADA NACIONAL, 1996.

Enrique Cetina fue ganador de primer lugar en la 62 Olimpiada

Nacional, representando a Yucatdn. Participé en la Olimpiada Interna-

cional de 1993 (Turquia). Ha colaborado en concursos y entrenamien-
tos en el estado de Yucatdn. Estudié la carrera de Ensefianza de las

Matemdticas en la Universidad de Yucatdn.

Problema. . A _
En una cuadricula de n X n se escriben los nimeros del 1 al n? en
ha y de arriba a abajo, como se

¢l orden habitual (de izquierda a derec
{lustra en la figura para el caso n = 3).

11213
41516
71819

uadricula a una sucesion de pasos de un
que tiene el numero 1 hasta el que tiene
el nimero n o el movimiento sea hacia
la derecha o hacia abajo. Si C es un camino, denotamos por L(C) ala
suma de los nimeros por los que pasa el camino C.

(i) Sea M la mayor L(C) que se puede obtener de entre todos los
caminos C en una cuadricula fija de tamafio n X 1y sea mm la menor
L(C) (también de entre todos los caminos C en una cuadricula fija de

tamafio n x n). Prueba que M — m es un cubo perfecto. v
(ii) Probar que en ninguna cuadricula hay un camino C tal que

L(C)= 1996.

Llamamos camino en la c

cuadro a otro, desde el cuadro
2 de tal manera que en cada pas




Solucién.
Observemos primero que cada camino C cruza exactamente una vez
cada una de las diagonales que se muestran en la figura.

El minimo valor de un nimero en cada diagonal estd arriba a la
derecha y el mdximo est4 abajo a la izquierda, asi que m se logra con
el camino que va todo a la derecha hasta terminar el primer renglén y
después hacia abajo por la tltima columna, y M se logra con el camino
que primero va hacia abajo recorriendo toda Ia primera columna y
después hacia la derecha por el dltimo renglén. Asi

m=1+2+-4n+2n+3n+ - +n? y
M:[1+(n+1)+(2n+1)~--+((n—l)n+1)]
+H((n=n+2)+ -+ 72,

Ademds observemos que sobre las diagonales en cuadritos juntos,
la diferencia es de n — 1. Entonces M —m = (n=1%(n-1) = (n—1)3
(pues en cada e en la cuadricula hay una diferencia de n — 1 y hay
(n—1)% o's). _

Ahora, si buscamos una n y un camino C en una cuadricula de
n X n que cumpla L(C) = 1996, debemos tener m < 1996 < M. Pero
m= (14244 (n—1)]+[n+2n+3n+ - 4n?) = 2E=1) | (Rl +
n? = Kﬂ@”—”'—i— n®, y M =m+(n—1)%, como vimos arriba; entonces
de m < 1996 obtenemos n < 15 y de M > 1996 obtenemos n 2 13,

e Para n =15 tenemos m = 18151% | 152 — 1905 < 1996,

e Para n = 16 tenemos m = 17*1261‘5 + 162 = 2296 > 1996,




e Para n = 11 tenemos M = 2140 4 112 4 10° = 1781 < 1996 y

e Para n = 12 tenemos M = 1211 4 122 + 11% = 2333 > 1996).

Entonces los posibles valores para n son 12, 13, 14 y 15.

Ahora recordemos que cualquier camino tiene diferencia un multiplo
de n — 1 con el minimo, asi que debemos tener que 1996 — m debe ser
miiltiplo de n — 1. Calculemos entonces en cada caso 1996 — m:

e Si n = 12, entonces m = 1002 y 1996 — m = 994 que no es
multiplo de 11.

e Si n = 13, entonces m = 1261 y 1996 — m = 735 que no es
multiplo de 12. _

e Si n = 14, entonces m = 1561 y 1996 — m = 435 que no es
multiplo de 13.

e Si n = 15, entonces m = 1905 y 1996 — m = 91 que no es
multiplo de 14.

De los célculos anteriores concluimos que no es posible encontrar
un camino C con L(C) = 1996.
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Autor:
DAVID COSSiO RUIZ.
Aparecié en:
10° OLIMPIADA EN CHTHUAHUA
Y MICHOACAN, 1996.

David Cossio obtuvo el grado de Maestro en Matemésticas en la
Universidad de Texas en El Paso. Ha traba jado para la Olimpiada de
Matemdticas desde 1991 en el Estado de Chihuahua, en el cual es Dele-
gado de la OMM desde 2001. Actualmente es profesor en la Universidad
Auténoma de Ciudad Judrez y en la Universidad de Texas en El Paso.

Problema.

El centro de la Ciudad de las Angustias tiene forma rectangular
y estd cuadriculado por 6 calles con sentido oriente-poniente numer-
adas del 1 al 7, y 6 calles con sentido norte-sur cuyos nombres son
A, B,...,F. En cada una de las cuatro esquinas que forma la calle A
con las calles 1, 3, 5 y 7 habfa un policfa. Cada uno hizo un recorrido
de vigilancia hasta llegar a la calle F de tal manera que ninguno de
los policfas pasé por un lugar donde otro (incluyendose a sf mismo)
habfa pasado y ninguno caminé sobre la calle F (sélo llegaron a ella)
Demostrar que alguno de los policias recorrié 8 o menos cuadras.

Solucidn.

Suponiendo que todos recorrieron 9 cuadras por lo menos, tenemds '
que cada uno pasé por 10 esquinas o mds; pero como no caminaron sobre
la calle F', entonces cada uno pasé por 9 esquinas por lo menos hasta
la calle E, asi que entre todos cubrieron la vigilancia de 36 esquinas (al
menos). Sin embargo, entre la calle A y la calle E hay sélo 35 esquinas

en total, asi que no es posible que todos hubieran recorrido 9 cuadras
‘por lo menos.




Autor:
HOMERO DIAZ MARIN.
Aparecié en:
13* OLIMPIADA EN MICHOACAN, 1999.

Homero Diaz fue ganador de primer lugar en la 92 Olimpiada Na-
cional, representando a Michoacdn. Ha colaborado en concursos y entre-
namientos en el estado de Michoacén. Estudié la carrera de Mateméticas
en la Universidad Michoacana y fue ganador del Premio Sotero Prieto
en 2001. Actualmente estudia la maestria en Matemdticas en el la Uni-

versidad Michoacana.

Problema.
Un tridngulo ABC' estd inscrito en una circunferencia de radio 1.

El centro O de la circunferencia yace en el interior del tridngulo.
i) Probar que si P es el perfmetro de AABC, entonces P =2,
ii) ;Es cierto que P > 47

Solucién.
(i) Sea D el punto de interseccién de la recta que pasa por A y por

O. Sea E el punto de interseccién de la recta que pasa por B y por
O. Sea F el punto de interseccién de la recta que pasa por C y por O
(ver la figura).
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Observamos entonces que p = AC+CB+ BA = (AC+CD)+ (DB +
BA)> AD + AD > AO + AO = 2. :

(ii) Veamos que es posible elegir un dngulo interno del triangulo de
forma que el radio lo divida en dos dngulos menores iguales a 45°. Si
(DAC < 45° y /DAB < 45° ya habriamos terminado. Si alguno de
esos dngulos fuera mayor a 45°, digamos (sin pérdida de generalidad) el
(DAC, entonces /DOC > 90°, de donde /AOC < 90°. De lo anterior
tenemos que LAOFE < 90° y /COE < 90° y con esto encontramos dos
dngulos como los que buscdbamos, ya que /CBE < 45° y /ABE < 45°.

Supongamos que el dngulo elegido fue el /ZCAB. Encontremos el
punto D igual que en el incisto uno, y llamemos B’ y C' a los pies de las
perpendiculares a la recta AD que pasan por B y C, respectivamente.
Como /DAC < 45° y /DAB < 45"™ tenemos que AB' > AO y
AC" > AO, como se muestra en la figura.

‘Ahora, p = AC+CD + DB+ BA > A
(AO+0C")+CC'+ BB'+ (A0 +0B') >
(OB'+BB') > AO+0C + AO+0B =4

C' + CC' + BB' + AB' >
A0+ (0C" +CC") + 4O +




Observamos entonces que p = AC+CB+ BA = (AC +CD)+ (DB +
BA)> AD+ AD > AO + AO = 2. :

(ii) Veamos que es posible elegir un dngulo interno del tridngulo de
forma que el radio lo divida en dos dngulos menores iguales a 45°. Si
(DAC < 45° y /DAB < 45° ya habriamos terminado. Si alguno de
esos angulos fuera mayor a 45°, digamos (sin pérdida de generalidad) el
(DAC, entonces /DOC > 90°, de donde ZAOC < 90°. De lo anterior
tenemos que ZAOE < 90° y /COFE < 90° y con esto encontramos dos
dngulos como los que buscdbamos, ya que /CBE < 45° y /ABE < 45°.

Supongamos que el dngulo elegido fue el Z/CAB. Encontremos el
punto D igual que en el incisto uno, y llamemos B’ y C" a los pies de las
perpendiculares a la recta AD que pasan por B y C, respectivamente.
Como /DAC < 45° y /DAB < 45™™ tenemos que AB' > AO y
AC' > AO, como se muestra en la figura.

\‘~.....'=70

B

Ahora, p = AC+CD+ DB+ BA > A
(A0O+0C")+CC'+ BB'+ (AO+OB') >
(OB'+ BB') > AO+0C + AO+ OB = 4

C'+ CC' + BB' + AB' >
AO + (0C'+CC") + AO +




Autor:
EDUARDO DUENEZ GUZMAN.
Aparecié en:
82 OLIMPIADA NACIONAL, 1994.

Eduardo Duéiiez fue ganador de primer lugar en la 22 y la 32
Olimpiada Nacional, representando a Jalisco. En 1990 participé en
la Olimpiada Internacional (China) ganando una mencién honorifica,
y en la 52 Olimpiada Iberoamericana (Espaiia) ganando una medalla
de plata. Entre 1991 y 1996 colaboré en concursos y entrenamientos en
los estados de Jalisco y Guanajuato, siendo Delegado de la OMM en
este dltimo durante 1995. Estudié la licenciatura en mateméticas en la
Universidad de Guanajuato, y en 2001 obtuvo el grado de Doctor en
Matemdticas en la Universidad de Princeton. Actualmente es profesor

asistente en la Universidad John Hopkins en Baltimore.

Problema.

Sea ABCD un cuadrildtero convexo. Cada uno de sus cuatro
vértices se proyecta sobre los dos lados a los que no pertenece (posible-
mente las proyecciones yacen no en el lado, sino en su prolongacién).
Asi se obtienen los ocho puntos: A', A", B', B", C',C", D', D".

(a) Mostrar con un ejemplo que es posible que siete de los ocho

puntos A',..., D" yazgan estrictamente en la prolongaciones (es decir,
fuera) del lado respectivo del cuadrilatero.
(b) Demostrar que es imposible que los ocho puntos A4’ ..., D" yaz-

gan todos fuera del lado respectivo.

Solucidn.
(a) En la figura todas las proyecciones, excepto por D", yacen es-
trictamente en la prolongacién del lado respectivo.
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menos uno de los puntog ¢ y D" yace sobre el segmento AB. Supdngase
lo contrario, es decir, que ¢’ y D" yacen estrictamente fuera de] seg-
mento AB. Dividimos en dos casos:

yacen del mismo lado de] segmento AB. Sin pérdida
péngase que yacen del lado de 4. Entonces es claro
que BC' es mis largo que AB, contradiccién.




B

(ii) Si C' y D" yacen en distintos lados de AB. Entonces clara-
mente el lado CD es més largo que AB, contradiccién.

C

1
1
1
1
1
|
|
1
I
1
1
1
I
1
1
1
i
1

Av B

Por tanto, al menos uno de C', D" yace sobre el lado AB, con-
cluyendo la prueba.
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Autor:
SILVIA FERNANDEZ MERCHANT Y
BERNARDO ABREGO LERMA.

Aparecié en:
LISTA CORTA DE LA
12* OLIMPIADA IBEROAMERICANA, 1997.
GANO 1 LUGAR EN EL CONCURSO SIPROMA.

Silvia Ferndndez estudid la carrera de Matemdticas en la Facultad
de Ciencias de la UNAM. Ha colaborado con el Comité Organizador de
la OMM, del cual formd parte en 1994.

Bernardo Abrego fue ganador de primer lugar en la 4% Olimpiada
Nacional, representando al DF. En 1991 participé en la Olimpiada Inter-
nacional (Suecia) ganando una medalla de bronce y en la 6% Olimpiada
Iberoamericana (Argentina) ganando una medalla de oro. Ha colabo-
rado con el Comité Organizador de la OMM, del cual formé parte en
1994. Estudié la carrera de Matemdticas en la Facultad de Clencias
de la UNAM. Actualmente estudia el doctorado en la Universidad de
Rutgers, EUA.

Problema.

(a) Probar que no es posible encontrar un conjunto de 7 puntos
en el plano de tal manera que haya 8 circunferencias, cada una de las
cuales pase por (al menos) 4 puntos del conjunto.

(b) Encontrar un conjunto de 7 puntos en el plano para el cual
existan 6 circunferencias de tal manera que cada una pase por 4 puntos
del conjunto.

(c) (Es posible que un conjunto de 7 puntos en el plano determine
7 circunferencias, de manera que cada una de esas c1rcunferenc1as pase
por (al menos) 4 puntos del conjunto?




Solucion.

(a) Recordemos que tres puntos determinan una circunferencia, asi
es que si en un conjunto de 7 puntos en el plano hay 5 conciclicos,
entonces el maximo ntimero de circunferencias que puede haber de tal
manera que cada una tenga al menos 4 puntos del conjunto es 3, pues,
hay sélo dos pares ajenos de puntos en esa circunferencia que, junto
con los otros dos puntos (aparte de los 5), podrfan determinar dos
circunferencias mas.

Supongamos entonces que tenemos un conjunto P de 7 puntos entre
los cuales no hay 5 conciclicos, y supongamos también que hay un
conjunto C de n circunferencias, cada una de las cuales pasa por 4
puntos del conjunto. Probaremos que n < 7. Si P,Q € P, denotemos
por ¢(P,Q) al niimero de circunferencias de C que pasan por Py Q.
Sea S la suma de todos los ¢(P, @), con P,Q € P (hay (7) de ellos).

2
Observemos que ¢(P, Q) < 2 para cualquier pareja (P, Q) de elementos
de P, pues sélo hay 7 puntos en P y tres puntos determinan una
circunferencia (asf es que circunferencias distintas por P y @ pasan por
pares ajenos de los otros 5 puntos). Entonces tenemos que S < 2(;) =

42. Por otro lado, S = (;)n, ya que cada una de las n circunferencias

se cuenta en S una vez por cada pareja de puntés por los cuales ella
pasa. Combinando las dos férmulas para S obtenidas, tenemos que

i L e =T,
2
(b) Consideremos el conjunto de 7 puntos formado por los vértices

A, B,C de un tridngulo equildtero, los puntos medios M, N, P de los
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08 entre
 hay un
sa por 4
notemos
'PyQ.
de ellos).
elementos
inan una
pasan por

2(;) =
nferencias
uales ella
emos que

0S vértices
/, P de los

} Por ser AABC equilzitero, GM | BC, y lo mismo ocurre en
cada uno de los lados, asi es que las Cuartetas siguientes son ciclicas:
(G, M, C, N), (G, N, 4,P) ¥ (G, P,B,M). También, por ser un trign-
gulo equildtero, /NPB — 120°y /1BCN = 60°, asi es que en e] trapecio
NPBC los angulos opuestos Suman 180°, de donde éste es ciclico; lo

mismo ocurre con los trapecios PAMC A Y NABM , asi es que, en total,
los 7 puntos determinan 6 circunferencias.

base por 4 de los 7 puntos.

‘Supongamos que s{ y sea P — {Pl,Pg, o P} oel conjunto de los 7

puntos. Observemos que, por el inciso (a), al verificarse g igualdad
en 7(;) =5 < 2(27) = 42, por cada dos puntos de P deben pasar
€xactamente 2 circunferencias. Sean C; v Cs las dos circunferenciag
que pasan por P, y P,

que C; NP = {P, P, == }. Sean Cs y
C4 las dos circunferencias . Entonces C3 tiene
€Xactamente un punto m4g, _ ) en comun con cada uno de
Pnc, yp NC;, y lo mismo ocurre con Cy4. Sin pérdida de generalidad

.C3ﬂP={P1,P7’P3,P5} y C4mP:{P17P7)P47})6}'




]

Hagamos ahora una inversién con centro en P; y cualquier radio,
y llamemos Q; el punto inverso de P, para i = 2,...,7. Bajo esta
inversién, los circulos Ci, Cy, C3 y C4 se convierten en las rectas R,
Rs, Rs vy Ra, respectivamente. Notemos que todas estas rectas se
intersectan entre si y que no hay tres concurrentes, de manera que hay
un punto, digamos Q7, que cumple la propiedad de que en cada una
de las dos rectas R; en las que se encuentra hay puntos @; a ambos
lados de él (esto se comprueba facilmente considerando el tridngulo
que forman tres de las rectas y luego analizando las posibilidades de
interseccién de la cuarta recta con los interiores o exteriores de los lados
del tridngulo). Indicamos en la siguiente figura la posicion relativa de
las rectas.
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Entonces sélo hay un punto que no estd junto con &7 en una de las
rectas: (J,. Ahora consideremos los dos circulos que deben pasar por
P> y Pr; como éstos 10 pasan por P, entonces en la figura invertida
Se convierten en circulos (no rectas) por @, Y Q7 y otros dos puntos
@i, cada uno. Como @2, @3 y Q4 son colineales y lo mismo ocurre
con Qy, Qs y Qs, uno de los circulos deber4 tener aunode Q; y Q,
y el otro a uno de @5 ¥y Qs. Ademss Q4, Qs y Q7 estin alineados,
asi es que Q, Y Qs no pueden estar en el mismo cfrculg. Entonces 13

Unica posibilidad es que un circulo contenga a Q,, Q,, @y Qry qué
el otro contenga a Q,, Q;, Qs ¥ Qr; pero Q7 es interior en AQ2Q3Qs,

asi es que el tiltimo circ ble, y con esto queda completa g
demostracién.




Autor:
HECTOR FLORES CANTU.

Aparecid en:
10® OLIMPIADA NACIONAL, 1996.

‘ Héctor Flores fue ganador de primer lugar en la 52 QOlimpiada Na-

cional, representando a Nuevo Leén. En 1992 participé en la Olimpiada

| Internacional (Rusia) y en la 72 Olimpiada Iberoamericana (Venezuela)
ganando una medalla de plata. Entre 1993 y 2001 ha sido entrenador

| de la olimpiada en los estados de Nuevo Leén y Guanajuato. Estudid
to. Actual-
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\ Problema. :
' En la figura se muestra un tridngulo acuténgulo ABC en el que
la longitud de AB es menor queé la de BC 7y la longitud de BC es
menor que la de AC. Los puntos A', B', y C' son tales que AA' es
perpendicular a BC y la longitud de AA' es igual a la de BC'; BB'e
perpendicular 2 AC'y la longitud de BB’ es igual a la de AC; cC' e
perpendicular a AB y la longitud de CC' esigualalade AB. Adema

el angulo /AC'B es de 90°. .

Demostrar que A’, B'y C' estdn alineados.

BI




B |
{

Solucién.

Observemos primero que /ABR'
complementarios de /B Ac (ya que
BB' es perpendicular a AC). Entonc
son iguales (p
tre ellos).

= LC'C'A puesto

que ambos son
CC" es

ambién lo eg
Sma razdn, los tridngulos
. Pero entonceg A'BC’
‘B = BC yC'A=Ap'
Asi z4'C'B — LA'C!
= 180°, de donde A

el tercero, eg decir,
BCC'y A'AB son
y C"AB’ son tridngulos
), de donde sus dngulos
B+ /BC'A + LAC'B' =
y B’ estin alineados.

. Por la mj
iguales y /C'"B A’ = ggo
rectdngulos isésceles (A
no rectos son de 45°.
45° + 90° + 450

4 =

el que
BC' es
AA' es
BB' es
CC' es

\demds




Autor:
JOSE FELIX GARCIA GOITIA.
Aparecié en:
22 OLIMPIADA NACIONAL, 1988.

Félix Garcia es profesor de tiempo completo en la Secundaria Téc-
nica No. 1 de Durango. Ha colaborado desde hace varios anos en la

olimpiada en el estado de Durango, en el cual es actualmente Delegado
de la OMM.

Problema.
Calcular el volumen del octaedro que circunscribe a una esfera de
radio 1.

Solucién.

El volumen V, del octaedro es igual a la suma de los volimenes
V, de 8 pirdmides con base el tridgngulo equildtero de una de sus caras
y altura 1. Sea a el lado de esos tridngulos equildteros. Asi, si Ab
es el drea de una cara del octaedro, tenemos que V, = 8V, = 8( )

y Ay = ¢ \/g. Usando el Teorema de Pitdgoras dos veces, es facil ver

que a = \/6 , v sustituyendo encontramos que Ap = °‘F S‘f. Asi,

V, = 4+/3.
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posicién impar. De esta manera todas las columnas en posicién impar
quedan blancas y todas las columnas en posicién par quedan negras;
entonces con rectangulos de n x 1 cambiamos las columnas en posicién
par para lograr que todos los cuadros sean blancos.

Para ver el caso cuando n = 2%, donde a > 1 y b impar distinto
de 1, subdividamos el tablero en tableros de b x by hagamos en cada
tablero de b x b las operaciones que indicamos en el caso n impar.

Nos falta analizar las potencias de 2. Por un argumento similar al
que describimos en el caso anterior, basta analizar el caso n = 4, el
cual indicamos en los siguientes dibujos, en los que, en cada paso, se ha
escogido un rectdngulo de 2 x 4 o de 4 X 2 para hacer la operacién:
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Autor:

JOSE ANTONIO GOMEZ ORTEGA.
Aparecié en:

LISTA CORTA DE LA
15* OLIMPIADA IBEROAMERICANA, 2000.

José Antonio Gémez es profesor de tiempo completo en la Facultad
de Ciencias de la UNAM. Ha trabajado para la Olimpiada Mexicana
de Mateméticas durante mds de diez afios. Fue presidente del Comité
Organizador de la OMM de 1996 a 2000. Actualmente es miembro del
Comité Organizador de la OMM.

Problema.

Nueve puntos, no tres de ellos colineales, se colorean con dos colores.
Mostrar que hay tres de ellos con del mismo color y tales que el triangulo
que determinan no contiene en su interior puntos de los nueve.

Solucidn.

De un color debe haber por lo menos cinco puntos, digamos que
€s 10jo, y que el otro es azul. Consideremos el casco convexo C de los
puntos rojos.

e Si C tiene 6 o mas vértices, se puede dividir en por lo menos 4
tridngulos, de modo que necesariamente hay uno vacio.

® 5i C tiene 5 vértices, se puede dividir en tres tridngulos. Si hay
otro punto rojo, éste cae en alguno de los tridngulos ¥, uniéndolo con
los vértices de dicho tridngulo, obtenemos (en total) 5 tridngulos rojos
ajenos y alguno debe estar vacio. Si no hay otro punto ro jo, los cuatro
puntos restantes son azules y por lo menos tres deben estar dentro del
pentagono rojo (de lo contrario, uno de los tres tridangulos rojos estd
vacio). Si sélo hay tres azules dentro del pentdgono, ésos forman una
tridngulo vacio. Si los cuatro estan dentro, con ellos podemos formar
dos o tres tridngulos azules vacios ajenos, dependiendo de si son los
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vértices de un cuadrilatero convexo 0 no.

e Si C tiened vértices, se puede dividir en dos tridngulos. Debe
haber por lo menos otro punto rojo, éste estd dentro de uno de los dos
tridngulos y, uniéndolo con los vértices de dicho tridngulo, podemos
obtener (en total) 4 tridngulos rojos ajenos. Para que ninguno de ellos
este vacio, los cuatro puntos restantes deben estar uno en cada uno
de los cuatro tridngulos. Si alguno de estos cuatro puntos restantes es
rojo, tenemos tridngulos rojos vacios. Si los cuatro son azules, podemos,
como arriba, formar dos o tres tridngulos azules ajenos. El punto rojo
del interior estd dentro de a lo mas uno de esos tridngulos azules, de
modo que habra un tridngulo azul vacio.

e Si C tiene 3 vértices, debe haber por lo menos otros dos puntos
azules dentro del tridngulo de esos tres. Podemos dividir el C en 5
tridngulos usando como vértices esos cinco puntos azules. Uno de estos
trigngulos debe estar vacio.




Autor:
ALEJANDRO ILLANES MEJIA.
Aparecié en:
8% OLIMPIADA IBEROAMERICANA, 1993.

Alejandro Illanes es investigador del Instituto de Matematicas de
la UNAM. Ha trabajado para la Olimpiada de Matem4ticas desde sus
inicios. Actualmente es miembro del Comité Organizador de I3 OMM.

Problema.

Dados P y @ dos puntos distintos del plano, sea m(P,Q) la me-
diatriz del segmento PQ. Sea S un subconjunto finito del plano, con
més de un elemento, tal que s1 Py @ son elementos de S , entonces
hay otro elemento de S en m(P,Q), y tal que si las mediatrices de tres
parejas de puntos de S se intersectan, entonces el punto de concurren-
cia no pertenece a S. Determinar el nimero n de elementos que puede
tener S.

Solucién. _
Los valores n = 3 Yy m =5 son posibles: En cada uno de estos

casos tomemos el poligono regular con n lados. Entonces es claro que

se satisfacen las condiciones, puesto que el punto de concurrencia de

todas las mediatrices es el centro del poligono, el cual no pertenece a
S.

Ahora veamos que n =3 y n =15 son las 1inicas posibilidades. Sea

n el nimero de elementos de un conjunto S que satisface las condi-

ciones. Por hipétesis, n > 2. Obviamente n >3 pues Py Q no

pertenecen a m(P, Q). Sea X el conjunto de parejas de S. Entonces

elementos. Consideremos una funcién f: X — g que a

) € X le asigna un punto de S en m(P,Q). En esa asig-

nacién cada punto de S es imagen de a lo mas dos elementos de X,

asi que %(’2‘) < n,dedonde n < 5. Ahora ya s6lo nos falta eliminar




el caso n = 4. En éste caso hay 6 parejas de puntos, asi que un punto
A de S pertenece a dos mediatrices, que deben estar determinadas por
dos segmentos con un punto en comun (pues S sélo tiene 4 elementos
y A, al pertenecer a las mediatrices de dos segmentos, no puede ser
extremo de ninguno de ellos). Entonces, si las mediatrices son m(B,C)
y m(B, D), en el tridngulo BCD, A es el circuncentro, as{ que también
pertenece a m(C, D), lo cual contradice las condiciones de S.




Autor:
JESUS JERONIMO CASTRO.
Aparecié en:
12® OLIMPIADA NACIONAL, 1998.

Jestis Jerénimo fue ganador de tercer lugar en la 4® Olimpiada
Nacional, representando al estado de Baja California. Desde 1994 ha
trabajado como entrenador en la olimpiada de Baja California. Estudis
la carrera de Ingenierio en Electrénica en la Universidad Auténoma de

Baja California, y actualmente estudia la Maestria en Matematicas en
la Universidad de Guanajuato.

Problema.

Sean B y C dos puntos de una circunferencia y sea A un punto
exterior tal que AB y AC son tangentes a la circunferencia. Sea Q
un punto del segmento AC' y sea P la interseccidn de BQ con la
circunferencia. La paralela a AB por @ corta a BC en J. Demostrar
que PJ es paralelo a AC si, y sélo si, BC? = AC - QC.

Solucién.
Como QJ es paralela a AB, tenemos que LJQP = /QBA vy

LQBA = (JCP porque subtienden el mismo arco en la cir
cia. Por lo tanto, JPQC es un cuadrildtero ciclico.

cunferen-




Por otro lado, usando que los tinicos trapecios ciclicos son los isdsce-
les, tenemos la siguiente sucesién de equivalencias: BC? = AC -QC &
% = g—g < los tridngulos BCA y QCB son semejantes (comparten
/C) & (PQC = (JCQ (ABC es isésceles) < JPQC es un trapecio
isésceles (porque JPQC es ciclico) < JP es paralelo a QC' (otra vez,

porque JPQC es ciclico).




Autor:
JUAN JIMENEZ RAMIREZ.
Aparecié en: ‘
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Juan Jiménez fue ganador de primer lugar en la 22 Olimpiada Na-
cional representando al estado de San Luis Potosi. En 1989 participé en
la Olimpiada Internacional (Alemania) y la 42
cana (Cuba).

Olimpiada Iberoameri-

Problema.

b ’ . 2 2
Demostrar que si Py q son numeros primos tales que ppig €s un

entero, entonces p = q.

Solucién.

’ . 2
Sean p y ¢ ndmeros primos. Tenemos que 21T

2 . ,
1q ©8 entero siy sélo
. 2 2 ) - 2_2 5 . .
S0 2o p+z+q P4 es entero, si y sélo si fﬁ—% es entero. Luego,

p+q dlioviqde a 2pg. Los divisores de 2pg son 1,2,p,9,2p,2q,pq y 2pgq,
asi que tenemos los siguientes casos:
®* p+g=1o0 2 es imposible por ser p y g mayores que 1.
®p+g=pop+qg=gq nos lleva a que uno de p o g es cero, lo
cual es falso. :
®*ptqg=2pop+qg=2q nos lleva a que p = gq.
® p+q = pq implica que p = q(p—1) y, como p Y ¢ son primos,
tenemos que p = g = 2.
® p+q = 2pq implica p = q(2p — 1) y, como g es primg, llegamos
d que p = 1, que es una contradiccién.
En consecuencia, p = q.




g isdsce- Autor:

QC & JUAN JIMENEZ RAMIREZ.
pparten Aparecié en:

trapecio 12® OLIMPIADA EN SAN LUIS POTOSI, 1998,
tra vez,

Juan Jiménez fue ganador de primer lugar en la 22 Olimpiada Na-
cional representando al estado de San Luis Potosi. En 1989 participd en
la Olimpiada Internacional (Alemania) y la 42
cana (Cuba).

Olimpiada Iberoameri-

Problema.

L ’ i 2 2
Demostrar que si Py q son numeros primos tales que % €s un
entero, entonces p = gq.

Solucién.

, - 2 2 . @
Sean numeros primos. Tenemos que ZEL eg entero si s6lo
Py ptq y

L2, 2 B 2_q . ) .
R Peted @%)qu es entero, si y s6lo si 224 es entero. Luego,

P+ ¢ divide a 2pq. Los divisores de 2pg son 1,2,p, q, 2p, 2q,pq y 2pq,
asi que tenemos los siguientes casos:

® p+g=1 0 2 es imposible por ser p y g mayores que 1.
®*P+qg=pop+gqg=qnosleva a que uno de p o g es cero, lo

cual es falso.

*p+g=2p0p+qg=2q nos lleva a que p = g.
® p+g¢=pq implica que p = ¢(p
tenemos que p = qg=2.

—1) y, como p y ¢ son primos,

® P+ q = 2pg implica p = ¢(2p — 1) y, como g es primgq, llegamos
aque p =1, que es una contradiccién.
En consecuencia, p = q.
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Rubén Judrez fue ganador de primer lugar en la 122 Qlimpiada Na-
cional, representando a Baja California. Ha colaborado en la olimpiada

en los estados de Baja California y Guanajuato. Actualmente estudia la

carrera de Matematicas en la Universidad de Guanajuato.

Problema.
Demostrar que no hay 1999 primos en progresion aritmética todos
ellos menores que 12345.

Solucion.

Supongamos que of los hay, y sean p el primer primo y 7 la diferenci
de la progresion. Asi, la progresion es p, P +r,p+2r..pT 1998r. F
primo p no puede ser ninguriq de los primos: 2, 3,.. - 1997, pues si |
fuera, p+ pr seria un elemento de la progresion, pero éste no es primy
Luego, p > 1999. Por otro lado, como p €8 impar y p+ 7 €8 prim
entonces 7 es par. Fodos los niimeros pares son de la forma 6n, 6n-
o 6n+2. Pero r no puede ser de la forma 6n+2 o 6n—2. En efect
como p es primo, éste es de 1a forma 6k +1 o 6k —1; en cualquiera
los dos casos, uno de los clementos de la progresion es multiplo de 3

p+r:(6k+1)+(6n+2)
p+2r = (6k + 1) + 2(6n — 2)
p+2r:(6k—1)+2(6n+2)
p+r:(6k—1)+(6n—2).

Por lo tanto r es de la forma 6n, es decir, la progresion es de la for
p,p+ 6n, .t 1998(6n). Pero p >1999 y n > 1 implican qués
1998(6n) > 1999 + 11988 > 12345. Asi los numeros p + jr no pué
ser todos menores que 12345. ’
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Autor:
JORGE LUIS LOPEZ LOPEZ.
Aparecié en:
10° OLIMPIADA NACIONAL, 1996.

Jorge Luis Lopez fue ganador de primer lugar en la 52 Olimpiada
Nacional, representando a Michoac4n. Ha colaborado en los concursos
Yy entrenamientos del Estado de Michoacdn, en el cual fue Delegado de
la OMM en 1996. Estudié la carrera de Matemdticas en la Universidad
Michoacana y gané el Premio Sotero Prieto en 1998 con su tesis de
licenciatura. Actualmente estudia el doctorado en mateméticas en el
Instituto de Fisica y Matem4ticas de Ia Universidad Michoaéana.

Problema.

¢Para qué enteros n > 2 se pueden acomodar los niimeros del 1 al
16 en los cuadros de una cuadricula de 4x 4 (un nimero en cada cuadro,
sin repetir niimeros) de tal manera que las 8 sumas de los niimeros que
quedan en cada fila y en cada columna sean multiplos de n, y que estos _
8 multiplos sean todos distintos entre s{?

Solucién.

Supon’gamos que para cierta n > 2 sf es posible llenar la cuadricula
como se pide y veamos cémo debe ser 7. La minima suma posible por
renglones o columnas es 10(= 142+ 3+4) y la maxima suma posible
es 58(=13+14+15+16). Se necesitan 8 miltiplos distintos de n pues
hay 4 filas y 4 columnas, pero 210 = 6, asf que n < 6 (por ejemplo,
entre 10 y 58 no podemos encontrar 8 multiplos distintos’ de 7 ya que
entre 10 y 58 sélo hay 7 mdltiplos de 7 que son: 14, 21, 28, 34, 42, 49
y 56).

Ahora observemos que la suma de todos los nimeros del 1 al 16 es
136, asi que este ntimero también se obtiene sumando los 4 miiltiplos
de n que aparezcan por filas, de donde n no puede ser 3, 5 0 6 pues
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estos no son divisores de 136. Para ver que los casos n =2y n =4
s{ son posibles, consideremos, por ejemplo, los acomodos de las figuras,
en donde el caso n = 4 se obtuvo del caso n = 2 intercambiando las
posiciones de 4 y 6 y las de 12, 16 y 14 (estos tltimos tres en forma

ciclica).
- sumas sumas
2134/ 10 112(3]6] 12
| 6|7(8]|26 5147|824
ol 9(10|11|12] 42 9 (10(11|14| 44
| 13[14|15|16| 58 13[16{15[12| 56
B sumas 28 32 36 40 sumas 28 32 36 40
| ne 2 n=4
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Autor:

DAVID MARTINEZ RAMIREZ.
Aparecié en:

11* OLIMPIADA NACIONAL, 1997.
David Martinez fye ganador de primer lugar en Ia 192

Olimpiada
Nacional, reépresentando al DF. Estudis la carrera de Mateméticas en I
UNAM.

rectas APy RQ. Demostrar

Solucién.
Usando e] Teorema de

Tales tenemos que QP

|| AB, puesto que
tados por las transversales ('A4 Yy CB, y se

= g%. entonces los tridngulos C'Q p’ ¥y CAB son seme-
con razén de semejanza, g%; de aqui que QP = AR. Tenemos
entonces que los tridngulos AK R Yy P'KQ son iguales, de donde K eg
el punto medio de AP'. Sea M el punto medio de B

Jjantes




r—

Aquf podemos proceder de dos maneras:
Primera forma. Notemos que M también es punto medio de PP
y, como AG = 2GM, entonces G también es centroide de APP', de
donde la mediana PK pasapor G,y asi P, G y K estdn alineados.
Segunda forma. Usemos el Teorema de Menelao en AM P’ para
deducir la colinealidad de P, G y K:

AG‘MPP’K_2 ( 1) L=
GM PP KA ~— 2 -
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Autor:

HUMBERTO MONTALVAN GAMEZ.
Aparecié en:

15 OLIMPIADA EN PUEBLA, 2001.

Humberto Montalvdn fue ganador de primer lugar en la 142 Olim-
piada Nacional, representando a Puebla. Participé en la Olimpiada In-
ternacional de 2001 (EUA), ganando una medalla de bronce. Actual-
mente estudia la carrera de Matemdticas en la Benemérita Universi-
dad Auténoma de Puebla y forma parte del comité organizador de la
olimpiada en Puebla.

Problema.

En una mesa estan los primeros 2001 ntmeros impares mayores
que 2001. Dos jugadores, A y B, toman alternadamente uno de estos
nimeros (comienza A). Cuando no hay mé4s nimeros, A y B calculan
el producto de los ntimeros que tomaron y suman 1 al resultado. Gana
el jugador que haya obtenido un nimero divisible entre la potencia de
2 mas grande. Qué jugador puede asegurar que ganarg?

Solucidn.

A tiene estrategia ganadora. Para ver esto, observemos primero que
en la mesa hay 1001 ntimeros de la forma 4k + 3 (llamémoslos negros)
y 1000 ntimeros de la forma 4k +1 (llamémoslos blancos). Es claro que
el producto de dos nimeros blancos es blanco, que el producto de dos
nimeros negros es blanco y que el producto de un blanco y un negro
€s negro. Entonces, supongamos que A comienza tomando un nimero
negro. En sus turnos siguientes, A imita lo que B acaba de hacer. Esto
siempre es posible porque después de un turno de A queda un nimero
par tanto de niimeros negros como de blancos. Al final, A se queda con
901 nimeros negros mientras que B se queda con 500. Por lo que se
vio antes, el niimero de A es de la forma 4k y el de B es de la forma

4k + 2. Como el nimero de A es divisible entre 4 y el de B no, A
gana.
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Autor: B
MIGUEL ANGEL MORENO NUNEZ.

1 Apareci6 en:
14® OLIMPIADA EN SONORA, 2000.

1 It o
: Miguel Angel Moreno es profesor de tiempo completo de la Uni-

versidad de Sonora. Ha trabajado varios afios en el comité estatal de
egado de la OMM desde 1997.

Sonora, estado en el cual es Del

Problema.
Dado el rectangulo ABCD, encontrar con regla y compds la posi-

cién del punto E sobre el segmento BC y la posicién del punto F
sobre la prolongacién del segmento AB, de tal manera que CE = AF

y (CE)(AF) = (AD)(DC).

Solucién.

Para localizar E sobre BC, prolonguemos el segmento DC' po
vértice C'; con el compas localicemos G sobre la prolongacion de D
de tal forma que CG = CB; obtengamos el punto medio H de DG
con centro en H construyamos una semicircunferencia con didmetre
DG y sea E el punto de ‘nterseccién con CB. Entonces /DEG = 3
L \ asi que CEG y CDE son semejantes y de aqui que %5 == %% y

(CE)?* = (AD)(CD). Para localizar el punto F copiamos el segment

| CE en la prolongacién de AB.

B A E




Autor:

JESUS MUCINO RAYMUNDO. |
Aparecié en:

10* OLIMPIADA EN MICHOACAN, 1996. '

Jestis Mucifio es investigador del Instituto de Matemadticas de Ia J(
UNAM, campus Morelia.

Problema.

Una mesa tiene un hoyo circular de 12 cm de didmetro. Des- r
cansando en el hoyo se encuentra una esfera de 20 cm de didmetro. ll

Si la mesa tiene 30 cm de altura, ;cudntos centfmetros de distancia hay
desde el punto m4s alto de la esfera hasta el piso? ‘}

=/

Solucién. Tenemos un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es un
radio de la esfera y uno de cuyos catetos es radio del agujero. Entonces

el otro cateto de ese tridngulo mide /102 — 62 = 8. A este nimero hay |

que sumarle la altura de la mesa y otro radio de la esfera para obtener jl
la distancia buscada: 8 - 10 + 30 = 48. ‘




Autor:
MARIA LUISA PEREZ SEGUI.

Aparecié en:
52 OLIMPIADA IBEROAMERICANA, 1990.

Maria Luisa Pérez es profesora-investigadora en la Universidad Mi-

choacana. Ha trabajado para la Olimpiada desde 1988. Actualmente es

presidenta del Comité Organizador de la OMM.

Problema.
En un camp
2) con sus diagonales a 4

o0 hay caminos formando una cuadricula de nxn (n >
50 como se ilustra en la figura para n = 4. Un
campesino sale del punto A caminando sobre el camino para llegar a B.
Cada vez que recorre un lado de un triangulo deja caer una semilla sobre

el (los) tridngulo(s) del (de los ) cual(es) ese lado es parte. Suponiendo
s sobre el mismo lado de un triangulito,

que no puede caminar dos vece
le describir un recorrido con el cual al

determinar para qué n's es posib
final cada triangulito tenga exactamente dos semillas.

B




Solucién.
El caso n = 2 sf es el posible. Un recorido que funciona en este se
obtiene siguiendo la numeracién en el dibujo

8 7 11
10
9 6 5
|
1 3 -t

Veremos que éste es el dnico caso posible. Observemos que los caminos
que dejan dos semillas en cada triangulo tienen dos caracteristicas im-
portantes: (x) pasan por exactamente dos de los tres lados de cada
triangulo y (#x) en cada vértice (excepto en A y en B) usan un niimero
par de aristas (pues cada vez que se entra se tiene que salir). Veamos
que para n > 3 no se pueden marcar aristas sobre la figura con estas
dos propiedades. Empecemos suponiendo que n > 4 y que hay un
camino que cumple las condiciones del problema. Entonces (por (¥))
en el vértice inferior derecho deberdn estar marcadas las dos aristas (1
Y 2 en el dibujo) y asf, por (), se completara el cuadradito (1234);
otra vez por (xx) las aristas sobre los lados del cuadrado grande que
estdn junto al cuadradito no pueden estar marcadas asf que por (x) sf
estaran las otras que completan los triangulitos (5 y 6); com este mismo
analisis vemos que estdn marcadas 7 y 8 (por (x*)) y asf también 9,
10, 11 y 12 por (*). También por () estdn marcadas 13 y 14. Por
(*#x), 15 est4 marcada, y por (), también 16 y 17, pero esto nos lleva
& una contradiccidn con (*#) en el tridngulo 9, 15 y 16. El caso n = 3
se puede analizar de la misma manera, usando el argumento también
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este

, pues a él

on en

el vértice superior izquierdo (por simetrfa). La contradicci
caso la obtenemos en el vértice marcado con X en la figura

:

1

1

i

|

1

!

|

.2

concurren tres aristas.




Autor:

JUAN CARLOS PICENO RIVERA.
Aparecié en:

10* OLIMPIADA NACIONAL, 1996.

Juan Carlos Piceno es profesor de tiempo completo de la Universi-
dad de Puebla. Ha trabajado en el comité estatal de Puebla, en el cual
fue Delegado de la OMM durante m4s de cinco afos.

Problema.

Sea ABCD un cuadrilitero y sean Py @ los puntos de triseccién
de la diagonal BD (es decir, P y Q son los puntos del segmento BD
para los cuales las longitudes BP, PQ y QD son todas iguales). Sea
E la interseccién de la recta que pasa por A y P con el segmento BC'
y sea I la interseccién de la recta que pasa por A y @ con el segmento
DC'. Demostrar que ABCD es paralelogramo si, y sélo si, £y F son
los respectivos puntos medios de los segmentos BC' y CD.

Solucién.

Supongamos primero que ABCD es paralelogramo y sea O la in-
terseccion de las diagonales; entonces O es punto medio de AC y
de BD (pues los triangulos AOD y COB son iguales por tener sus
dngulos iguales y puesto que AD = BC). Entonces BO es mediana
del tridngulo ABC'. Pero P divide a esta mediana en proporcién 2:1,
asi que P es baricentro del tridangulo, de donde AP es mediana y F es
punto medio de BC'. Por la misma razén F es punto medio de CD.

A B




Ahora supongamos que F y F son los puntos medios de BC y
CD, respectivamente, pero que ABC D no es paralelogramo. Sea C' el
punto tal que ABC'D es paralelogramo y sean E’' y F' los respectivos
puntos de interseccién de AP con BC' y de AQ con DC', como se
muestra en la figura.

Por el inciso anterior, E’' es punto medio de BC’, asi que los
tridngulos BC'C 'y BE'E son semejantes en proporcién 2:1 (tienen dos
lados en esta razén y el dngulo comprendido entre ellos es el mismo);
entonces tenemos que F'E y C'C son paralelas. Andlogamente, F'F
y C'C son paralelas. Combinando tenemos que E'E || F'F'; pero estas
dos rectas se intersectan en A asi que no pueden ser paralelas, contradi-
ciendo la suposicién que hicimos de que ABC'D no era paralelogramo.

i



Autor:

GERARDO RAGGI CARDENAS Y
HUMBERTO CARDENAS TRIGOS.
Aparecié en:
12® OLIMPIADA IBEROAMERICANA, 1997.
GANO 2° LUGAR EN EL CONCURSO SIPROMA..

Gerardo Raggi y Humberto Csrdenas son investigadores de tiempo
completo en el Instituto de Matemdticas de Ia UNAM, campus Morelia.

Problema.

En la funcién polinomial 22in1 T:Y; en 2n variables i, vuwy Lrgs
Y1, -+, Yn los valores que pueden tomar las variables son 1inicamente
0 o1 Sea I el nimero de 2n-adas (T1, -, Tny Y1, .., Yn) para las
cuales el polinomio toma valor impar y sea P el nimero de 2n-adas
1y s Ty Y1, .. , Un) para las cuales el polinomio toma valor par. Pro-

P _ 2741

bar que 7 = T

Solucién.

Para que la suma sea par, un numero par de z;y; debe ser 1 y los
demds deben ser 0. Para ; fija, hay sélo una posibilidad de que z;y; sea
1y tres posibilidades de que sea 0. Si k = 1,...,n, las posibilidades
de que haya & monomios Z;y; 1guales a 0 es (Z)S’“ Asi

mn n
I= gn—1 e ST
e R
P:<”>3"+( " )3"—2+....
n n—2

Entonces P+ ] = (3+41)" = o2 y P—1=(3-1)"= 2" Resolviendo

2n _on on(on _ 2 n 2n(2nq L,
tenemosque]:sz:JQ‘I)yP:Q";2 = Z@) 'y de aqui
n
que £ = 241

T oon_qc




Autor:
MIGUEL RAGGI PEREZ.
Aparecio en:
142 OLIMPIADA EN MICHOACAN, 2000.

Miguel Raggi fue ganador de primer lugar en las 132 y 14% Olimpia-
das Nacionales, representando a Michoacdn. En 2001 participd en la
Olimpiada Internacional (Estados Unidos) ganando una mencién hono-
rifica y en la 162 Olimpiada Iberoamericana (Uruguay) ganando una
medalla de plata. Participé también en la Olimpiada Centroamericana
y del Caribe de 2000 en El Salvador, ganando una medalla de plata.

Actualmente estudia la preparatoria.

Problema.

En una hoja de papel cuadriculado cada cuadrito mide 1 x 1. Se
coloca una moneda encima. ;Cuil es el maximo niimero de cuadritos
que puede cubrir parcialmente (de manera que la regién cubierta en ese
cuadrito tenga drea mayor que 0) una moneda de didmetro /27

Solucioén.

La respuesta es 7. Para probar esto, observemos que /2 < 2,
asi que la moneda toca a lo mas 3 cuadros horizontales y 3 verticales.
Entonces el problema se reduce a considerar una cuadricula de 3 x 3. Si
la moneda cubre un pedazo de algin cuadro de la esquina, entonces no
cubre el de la esquina contraria porque la minima distancia entre las dos
esquinas opuestas es v/2 (la diagonal del cuadrado). Son 4 esquinas,
entonces hasta ahora hemos visto que a lo méas la moneda cubre 7
cuadritos. Ahora veamos que si es posible cubrir 7 cuadritos. Para
esto, observemos que si colocamos la moneda circunscribiendo el cuadro
central, entonces cubrird (parcialmente) 5 cuadros; la recorremos hacia
arriba un poco (menos de ?
salvo las esquinas inferiores.

) para lograr que cubra todos los cuadros
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Autor:
GILBERTO REYNOSO MEZA.
Aparecié en:
14* OLIMPIADA EN QUERETARO, 2000.

Gilberto Reynoso obtuvo segundo Iugar en la 92 y Ja 102 Olim-
piadas Nacionales, representando al estado de Michoacdn. FEstudia la
carrera de Ingeniero Mecdnico Administrador en el ITESM, campus
Querétaro. Desde 1998 ha trabajado para la olimpiada en el estado
de Querétaro, en el cual es Delegado de la OMM a partir de 2001.

Problema.

En su ltima trasmisién el agente Kobra envié los datos necesarios
para encontrar la clave de acceso a una computadora. El mensaje fue:
“La clave de acceso es el ntimero N que cumple con la propiedad de
que la suma de N con sus primeros k consecutivos y sus primeros k
antecesores es 2000. Ademds, N es un nimero tal que la suma de

sus cifras es un nidmero impar”. ;Cual es la clave de acceso de la
computadora?

Solucién.

Sea N el nimero que buscamos. Tenemos que los %k primeros
numeros consecutivos son: (IV + 1),(N+2),...,(N+k) y los primeros
k antecesores son (N — 1), (N —2),...,(N - k). Factorizando y elim-
inando términos obtenemos: (2k + 1)N = 2000. Esto nos dice que
debemos expresar 2000 como el producto de un niimero impar con N.

Observemos que 2000 = 2¢ x 5%, por lo que el término impar debe ser
5, 25 o 125.

e Si 2k+1 =05, entonces N = 400
® Si 2k +1 = 25, entonces N = 80
® Si 2k 41 =125, entonces N = 16

Asi, el tnico valor de NV que cumple la propiedad de que la suma
de sus cifras es un niimero impar es 16.




il Autor:

il HUGO ALBERTO RINCON MEJIA.
il Aparecié en:
32 OLIMPIADA NACIONAL, 1989.

' 1 ‘ Hugo Rincén es profesor de tiempo completo en la Facultad de Cien-
|

SR \‘\ cias de la UNAM. Fue miembro del Comité Organizador de la OMM en
[ —— | |
1989.

Problema.

Sean C; y C, dos circulos tangentes y de radio 1 dentro de un circulo
C de radio 2. Sea C3 un circulo dentro de C tangente a cada uno de
C, C, y Ca. Sea Cy un circulo dentro de C tangente a C, C1, y Cs.
Demostrar que los centros de C, Ci, C3 ¥ C, son los vértices de un
rectangulo.

Solucién.

Sean O, O1 y O; los centros de las circunferencias C, C1 y Cs,
respectivamente. Es claro, por simetria, que OO; es perpendicular a
00;. ‘

&

d
dl dq T 03 C3




Sea P el punto

que completa el rectangulo con O, 01 y Os. Pro-
baremos que las dist

anciasde P a C, a Ci yaCs son iguales, con lo cual
quedard establecido que P es el centro de Cs, y asi, lo que queriamos

probar. Llamemos 4 , d1 y d3 a las distancias respectivas de P j C,a
Ci yacCs. Sea r el radio de Cj. Tenemos que

(1) 1+4, = PO, =003=2—r,

(2) r+d, =P0O; =00, =1,

(3) 2—d:OP:0103:1+r.
Despejando 7 en todas ellas e i

gualando tenemos que 1 — di=1-d; =
1 —d, de donde d = 4, = dj3.




‘| Autor:
'} I EDUARDO RIVERA CAMPO.
Aparecié en:
11* OLIMPIADA EN EL

|
{il DISTRITO FEDERAL, 1997.

Eduardo Rivera es profesor en la UAM, Iztapalapa. Fue miembro
del Comité Organizador de la OMM en 1990, 1991 y 1996.

Problema.

Una hormiga camina sobre las aristas de un dodecaedro. (a) Probar
que la hormiga puede hacer un recorrido que pase por todos los vértices
una y s6lo una vez. (b) Mostrar que en un recorrido de la forma anterior,
la hormiga debe recorrer en forma consecutiva cuatro aristas de alguna
cara.

Solucidn.

Recordemos que un dodecaedro tiene 12 caras, cada una de las
cuales es un pentagono; ademds a cada vértice llegan exactamente tres
aristas. Entonces el ntimero de vértices es 1—2;9 = 20. Un camino que
pase por todos los vértices exactamente una vez debe usar 20 aristas
(una por cada vértice). Supongamos que en cada cara se utilizan a lo
m4s tres aristas; pero entonces, puesto que son 12 caras y cada arista
pertenece a 2 caras exactamente el nimero total de aristas usadas serd
a lo mas 122—’“3 = 18, lo cual contradice el hecho de que deben usarse 20
aristas; con esto hemos probado que el camino utiliza por lo menos 4
aristas de alguna cara; pero entonces es claro que deben ser consecutivas
por lo siguiente: Cada vez que el camino liega a un vértice, debe salir,
y como a cada vértice llegan 3 aristas, una queda sin usar, de manera
que si 4 aristas de una cara se usaron, esto debe haber sido en forma
consecutiva (porque una vez que se sale de un vértice ya no se puede
volver a entrar).

54







Autor:
JESUS RODRIGUEZ VIORATO.
Apareci6 en:
14® OLIMPIADA EN GUANAJUATO, 2000.

Jests Rodriguez fue ganador de primer lugar en la 102 Olimpiada
Nacional, representando a Béja California. En 1997 participé en la
Olimpiada Internacional (Argentina) ganando una medalla de bronce
y en la 128 Olimpiada Iberoamericana (México) ganando una medalla
de oro. Ha colaborado en concursos y entrenamientos en los estados
de Baja California y Guanajuato. Actualmente estudia la carrera de
Matemdéticas en la Universidad de Guanajuato.

Problema.

Sea P un punto fuera de una circunferencia K. Sean A y B los
puntos distintos en los que las tangentes desde P tocan a K. Sean M
una secante a K que pase por P y C el pie de la perpendicular a M
desde el centro O de K. La recta OC corta a K en L y M, con L
més cercano a A. Probar que BL es bisectriz de ZABC'.

Solucién.
Observemos que /OCP = (OAP = (OBP = 7, por lo que
APBCO es ciclico. Asi /ABC = /AOC = [AOL. Ahora, /ABL =

ZAOI’ ya que /ABL es éngulo inscrito y abarca el mismo dngulo que
el arco central ZAOL. Entonces (ABL = ZABC

B M




Autor:

CARLOS JACOB RUBIO BARRIOS.
Aparecié en:

13* OLIMPIADA EN SAN LUIS POTOSI, 1999.

Carlos Jacob Rubio obtuvé el grado de Maestro en Matemd4ticas en
la Universidad Auténoma de San Luis Potosi, donde actualmente estudia
el doctorado. Desde 1997 ha colaborado con el comité estatal de San Luis
Potosi, estado en el cual es Delegado de la OMM desde 2000.

Problema.
Demostrar que existe un nimero entero de la forma

999991999991999991 .. .999991
que es divisible por 1999.

Solucién.

Sea N = 999991999991999991...999991 (n veces 999991). En-
tonces

N =999991 (1+10° + 10'2 + ... 4 106~ V)
para algin entero positivo n. Luego, queremos que N =0 (mod 1999)
0, equivalentemente,

(10°)" —
T — 1 s
999991 -~ 5= =0 (mod 1999)
Ahora bien, como m.c.d. (1999, 106 — 1) = 1, entonces debemos tener
que 10°*—1 = 0 (mod 1999). Como 1999 es primo y m.c.d.(10,1999)=1
entonces segun el Pequefio Teorema de Fermat, 10199 = | (mod 1999),

o bien, 10%%% — 1 =0 (mod 1999). Luego, el niimero
999991999991999991 .. .999991
en el que se repiten 333 veces 999991 es divisible por 1999.
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Problema.
En la Joyeria Factorial hubo un robo y los sopechosos son los dos:

empleados: Combinado y Permutado. Ellos son los unicos que cono-
cen la combinacién de la caja, que consta de 3 numeros naturales. El
inspector Truquini le hace una pregunta a cada uno, sabiendo que uno
de ellos dice la verdad y el otro miente. La pregunta es . Quién robo el
banco?, y las respuestas son:

— Combinado: Yo no fui

_ Permutado: Si al tercer nimero le resto el segundo obtengo I¢
mismo que si al segundo le resto el primero. Ademis, su producto e
2001.
. Quién robé la joyeria?

]
Solucidn. 1
Supongamos que Combinado dice la verdad, entoncés el culpable fi
Permutado. Si Combinado mintiera, Permutado dirfa la verdad, e
significa que hay 3 naturales en progresién aritmética cuyo produc
es 2001, pero al factorizar 2001 vemos que €so es imposible, asi 4
Permutado estd mintiendo y él es el culpable. :
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Problema.
(a) Sean A, B, C y D los vértices de un paralelogramo tal que

AB esparaleloa CD'y BC es paralelo a DA. Demostrar que el punto
diametralmente opuesto al vértice B de la circunferencia circunscrita
del tridngulo ABC' es el ortocentro del tridngulo ACD.

(b) ;Qué ocurre cuando ABCD es un rectangulo?

Solucion.

D C

(a) Sea C el circuncirculo de ABC y sea P el punto en C diame-
tralmente opuesto a B. Como PB es didgmetro, /PAB = 3. Dado
que AB||DC, PA L DC, AP esta contenido en la altura por A del
tridngulo ADC'. Anglogamente C'P estd contenido en la altara por C
de ADC. Como P pertenenece a ambas alturas o a las prolongaciones
de las alturas y éstas son iguales, P es el ortocentro de ADC'.
(b) Si ABCD es un rectangulo entonces P = D'y la circunferencia |
circunscrita a ABC' es la circunferencia con didmetro DB.
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Problema.

Sobre los lados AB y AC de un tridngulo ABC' se construyen ex-
ternamente los tridngulos equildteros ABP y ACQ (ver figura). Probar
que CP y BQ tienen la misma longitud.

P

Solucién.

Probaremos que los tridngulos AABQ y AAPC son iguales. Para
ello observemos que su angulo en A coincide pues /BAQ = (BAC +
60° = /PAC. Ademas los lados que abarcan este dngulo son iguales en
los dos tridngulos, AB = AP y AQ = AC, asi que queda probada la
igualdad de los tridngulos y, en consecuencia el tercer lado también es
igual (PC = BQ), como queriamos probar.
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Roberto Torres es profesor de la Universidad Auténoma de Queré-
taro. Ha colaborado en el comité estatal de la olimpiada en Querétaro,
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Problema.

Sobre los lados AB y AC de un tridngulo ABC se construyen ex-
ternamente los tridngulos equildteros ABP y ACQ (ver figura). Probar
que CP y BQ tienen la misma longitud.

P

Solucién.

Probaremos que los tridngulos AABQ y AAPC son iguales. Para
ello observemos que su angulo en A coincide pues /BAQ = (BAC +
60° = /PAC. Ademss los lados que abarcan este angulo son iguales en
los dos tridngulos, AB = AP y AQ = AC, asi que queda probada la
igualdad de los tridngulos y, en consecuencia el tercer lado ‘también es
igual (PC = BQ), como queriamos probar.

= =
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Problema.

Sean A, B, C'y D cuatro puntos conciclicos. Probar que si M es
el punto medio de AB y el tridngulo DMC' es isésceles, entonces AB
es paralelo a DC

Solucién.
Sea R la circunferencia que contiene a A, B, C y D. Como
CD y AB son cuerdas de R, el centro O de R estd en la mediatriz
de ambas. Ademds, M estd en la mediatriz de CD, por ser ABC
isosceles. Entonces OM es perpendicular tanto a AB como a CD, asi

' que AB||CD.

A M B
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Problema. :

Dadas dos circunferencias C; y Cy de distinto radio que se cortan
en Ay B, sean £, la recta tangente a C; que pasa por A y £, la
recta tangente a C; que pasa por B. Sea P el punto de interseccién de
L1y Ly. Desde P se trazan las tangentes a C; y C, distintas de £ y
Ly; sean M y N los puntos de tangencia en C; y Cy, respectivamente.
Probar que si AM y BP se cortanen Sy BN y AP se cortan en T
entonces el cuadrildtero AT BS es ciclico.

Solucién.

Los tridngulos PAM y PBN son isésceles. Si probamos que son
semejantes, tendremos que /PBN = /PAM , condicién suficiente para
afirmar que AT BS es ciclico. Entonces basta ver que /ZAPM = /NPB
0, equivalentemente, /APO; = /BPO,, donde O; y O, son los centros
de C1 y Cp, respectivamente. Esto es porque PO; y PO, son bisec-
trices de /M PA y de /BPN, respectivamente. Pero los triangulos
PAO, y PBO, son rectangulos: si vemos que % = g—gi, podremos
concluir que son semejantes y habremos acabado. Si PA vuelve a
cortar a C; en @, y PB vuelve a cortar a C; en R, tenemos que
a = (PBQ = /BAQ = /BRA. Luego, 2a = /BO,A = /BO,Q, de

donde los tridngulos isésceles AO; B y BO,Q son semejantes. Entonces
AB __ AO
BQ — BO; ’

62




Por tiltimo vemos que los tridngulos PAB y PBQ son semejantes
(tienen dos angulos iguales), de donde %% = g—g— = g%;.
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